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Введение

В конце XX и в первом десятилетии XXI века, в связи с появлением и

интенсивным развитием технологий создания микро- и наноразмерных объек­

тов, были развиты подходы к созданию сред, электродинамические свойства

которых определяются структурными элементами, так называемых, «метама­

териалов». Одновременно с этим, значительно возрос интерес к резонансным

откликам отдельных (нано)элементов. Так, например, металлические наноча­

стицы1 демонстрируют необычные оптические свойства, обусловленные соче­

танием двух эффектов: усилением поля за счёт геометрии частицы и собствен­

ными колебаниями электронов проводимости (плазмонными колебаниями).

Термин «метаматериал» впервые встречается в научной литературе в

2000 году в работе [1], в которой авторы анонсировали создание искусственной

композитной среды с одновременно отрицательными значениями эффектив­

ных диэлектрической и магнитной проницаемостей (𝜀eff(𝜔) < 0 и 𝜇eff(𝜔) < 0).

Также этот термин использовался и в последующей публикации [2], где авто­

ры представили экспериментальное подтверждение эффекта отрицательной

рефракции в подобной среде. Однако, определения в данных работах нет.

Первое определение слову «метаматериал» было дано Роджером Валсе­

ром (Roger M. Walser) в 2001 году [3], который изначально трактовался как

мелкоструктурированная композитная среда, демонстрирующая в определён­

ных частотных диапазонах (прежде всего в микроволновом и терагерцовом)

электродинамические свойства, недостижимые для естественных (природных)

сред2.

Естественной тенденцией развития метаматериалов являлось их продви­

жение в более коротковолновые, по сравнению с микроволнами, частотные
1 В основном золотые и серебряные.
2 Ориг. англ.: Metamaterials are defined as macroscopic composites having a man-made, three

dimensional, periodic cellular architecture designed to produce an optimized combination, not available in nature,

of two or more responses to a specific excitation.
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диапазоны: вплоть до ИК и оптического. Важной особенностью оптических

метаматериалов явилась невозможность их описания в терминах эффектив­

ных 𝜀 и 𝜇, поскольку структурные элементы таких сред практически сравни­

мы с длиной волны падающего излучения [4,5]. Учитывая это обстоятельство,

современное определение термина «метаматериал» имеет следующий вид [6]:

Mетаматериал — композитный материал, свойства которого обуслов­

лены не столько свойствами составляющих его элементов, сколько ис­

кусственно созданной внутренней структурой.

Рост интереса к резонансным метаматериалам был инициирован двумя

теоретическими публикациями [7, 8], в которых предлагались способы созда­

ния отрицательных эффективных диэлектрических и магнитных проницаемо­

стей для микроволнового диапазона.

В работе [7] обсуждалась возможность использования металлических про­

волок с целью получения искусственной среды с плазменным законом диспер­

сии. Эффективная диэлектрическая проницаемость для решётки из проводя­

щих стержней в пренебрежении потерями равна:

𝜀eff = 1−
𝜔2
𝑝

𝜔2
,

где 𝜔𝑝 — аналог плазменной частоты, зависящий от расстояния между про­

водами и их радиуса. На частотах ниже «плазменной» (𝜔 < 𝜔𝑝) 𝜀eff прини­

мает отрицательные значения. Полученная таким образом «искусственная»

плазма представляет определённый самостоятельный интерес, обладая неко­

торыми преимуществами по сравнению с плазмой газового разряда: она не

требует никаких установок для своего поддержания, является стационарной

и устойчивой.

Во второй работе [8], имеющей огромный индекс цитирования, был пред­

ложен оригинальный способ создания метаматериала с отрицательной эффек­

тивной магнитной проницаемостью. В его основе лежит использование в ка­
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честве микроэлементов так называемых щелевых кольцевых резонаторов (от

исходного Split-Ring Resonator — SRR). Эти резонаторы представляют собой

два вложенных друг в друга разрезанных металлических колечка. Варьируя

параметрами можно настраивать щелевой кольцевой резонатор на достаточно

низкие частоты, которым соответствуют вакуумные длины волн много боль­

ше размеров резонатора. Такой резонатор может иметь достаточно высокую

добротность 𝑄 (например, в [1, 2] даётся результат измерений 𝑄 > 600). Его

резонансная частота 𝜔0 определяется межвитковой ёмкостью 𝐶 и суммарной

индуктивностью колец 𝐿: 𝜔0 = 𝑐 ·
√︀
1/𝐿𝐶.

В присутствии внешнего гармонического магнитного поля H·𝑒𝑖𝜔𝑡, направ­

ленного перпендикулярно плоскости колец, магнитный момент суммарного

тока, протекающего по кольцам, на частотах 𝜔 < 𝜔0 параллелен внешнему

полю, а при 𝜔 > 𝜔0 — антипараллелен. Эффективная магнитная проницае­

мость среды из щелевых кольцевых резонаторов в пренебрежении потерями

описывается следующей формулой:

𝜇eff = 1 + 𝐹
𝜔2

𝜔2
0 − 𝜔2

,

где 𝐹 — форм-фактор, пропорциональный отношению площади магнитного

витка к площади грани элементарной ячейки.

В щелях и зазорах между кольцами SRR концентрируется электрическое

поле с плотностью энергии на несколько порядков больше, чем у магнитного,

что позволяет создавать искусственные сильно нелинейные материалы [9]. В

то же время, нелинейность в резонаторе может быть «внешняя», т.е. внедрена

отдельным элементом, например варикапом [10], более того, такой нелинейно­

стью можно управлять [11,12].

Продвижение в более коротковолновые, по сравнению с микроволнами,

частотные диапазоны потребовало решения ряда сложных задач, связанных с

созданием упорядоченных микро- и наноструктурированных объектов, и так­

же с разработкой нового, более технологичного дизайна элементарной ячейки
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метаматериала. Так, например, в терагерцовом диапазоне с двухкольцевыми

резонаторами [13, 14] успешно конкурируют однокольцевые SRR [15] (резо­

нансная частота 𝜔0 определяется ёмкостью разреза в металлическом колечке,

несущественной в случае двухкольцевых SRR), либо резонаторы со сложной

внутренней структурой [16,17].

Успехи в области исследования метаматериалов явились толчком к раз­

работке на их основе маскирующих [18–23] и поглощающих [24] покрытий.

В большом многообразии резонансных элементов для реализации мета­

материалов особое место занимают металлические наночастицы. С одной сто­

роны, они являются основой создания оптических метаматериалов [4, 5], с

другой, — представляют огромный самостоятельный интерес, поскольку сами

по себе демонстрируют необычные линейные и нелинейные оптические свой­

ства [25].

История исследования оптических свойств металлов тесно связана с от­

крытием и совершенствованием лазерной техники. Практически сразу после

изобретения лазера (в начале 60 годов XX века), в 1965 году вышло сооб­

щение о регистрации излучения второй гармоники на металлической (сереб­

ряной) поверхности [26]. Это открытие породило целую эпоху исследований

нелинейно-оптических свойств металлов. В последующие года были установ­

лены важные особенности излучения второй гармоники (см., например [27]),

разработано много теоретических моделей: гидродинамическая [28], феноме­

нологическая, в терминах тензора восприимчивости второго порядка [29], и

т.д.

В начале XXI века появилась возможность объединить два эффекта:

плазмонные колебания электронов проводимости в металле (хорошо изучен­

ные во второй половине XX века) и усиление поля за счёт геометрического

резонанса на наноразмерных объектах. Тем самым возник интерес к оптике

металлических наночастиц. Большое внимание было обращено на линейные

свойства: отдельных наночастиц [30–34]; кластеров из двух наночастиц [35,36];
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решёток из наночастиц [34, 37–41]. Отдельно следует выделить исследования

нелинейных оптических свойств наночастиц [42–50].

Контроль над формой частиц позволяет изменять частотные спектры,

обеспечивая эффективное взаимодействие со светом в различных диапазонах

длин волн (от ближнего УФ до ИК). На основе этого взаимодействия разра­

батываются самые различные наноустройства: сенсоры и маркеры для приме­

нения в биологии и медицине [51], различного рода датчики, и даже нанола­

зеры [52].

Перспективы развития нанотехнологий позволяют надеяться, что на ос­

нове плазмонных наночастиц и наноструктурированных метаматериалов бу­

дут созданы полностью интегрированные оптоэлектронные наноустройства, в

которых нанометровые размеры элементов совмещены с оптическими часто­

тами их взаимодействия [25].

Актуальность и новизна темы исследования.

Современные микро- и наноструктурированные резонансные метаматери­

алы [53] перспективны для создания миниатюрных, по сравнению с традицион­

ными [54,55], замедляющих систем. Так, в работах [56–59] было показано, что

граница раздела «метаматериал — вакуум» способна направлять замедленные

прямые и обратные волны ТЕ и ТМ типов.

Одной из основных задач диссертации является изучение волноведущих

свойств плоско-слоистых метаматериалов с одновременно отрицательными зна­

чениями 𝜀 и 𝜇. Несмотря на то, что подобная задача рассматривалась, напри­

мер: моды слоя из метаматериала [60–64], многие важные особенности распро­

странения, связанные с существованием истинных поверхностных волн [65]

(прямых, обратных, вырожденных) на границе раздела «метаматериал — ва­

куум», а также их взаимодействия между собой [66], не были изучены. По­

добные исследования необходимы, поскольку эти волны играют важную роль

для практической реализации принципиально новых направляющих и замед­
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ляющих систем. Так, например, с существованием вырожденных истинных по­

верхностных волн связан, по существу, эффект «совершенной» линзы [67–72],

у которой предел разрешающей способности меньше дифракционного.

Металл-диэлектрические волноводы являются базовыми структурами раз­

личных функциональных узлов СВЧ, КВЧ и оптического диапазонов длин

волн [73,74]. Продольная и поперечная нерегулярность позволяют расширить

возможности волноводных систем, повысить технические характеристики и

создавать новые функциональные узлы [75, 76]. Внедрение в волноводные си­

стемы резонансных рассеивателей, ферритовых пластин [79, 80], других взаи­

модействующих элементов даёт возможности для реализации новых эффектов

и совершенствования волноводных систем.

Для описания дисперсионных свойств цепочек (решёток) из резонансных

элементов и для исследования метаматериалов в микроскопическом прибли­

жении активно используется метод прямого суммирования полей [81–86] в

предположении, что излучение отдельного элемента не зависит от соседних

элементов.

Одной из важных прикладных задач является анализ влияния цепочки

на закритический волновод в целях возможной миниатюризации волноведу­

щих систем. Такой подход был успешно применён [87] для анализа экспери­

ментально наблюдаемого эффекта «просветления» прямоугольного закрити­

ческого волновода со вставкой из магнитного метаматериала [88]. При этом,

прямым суммированием невозможно проанализировать волноведущие свой­

ства в круглом волноводе.

Отметим также, что цепочки из металлических наночастиц способны под­

держивать локализованные нелинейные моды [77,78], использование которых

открывает широкие возможности реализации нелинейных элементов и узлов

в оптическом диапазоне длин волн.

Предложенный в диссертационной работе метод разложения по гармо­

никам тока позволяет получить аналитическое решение для дисперсионных
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свойств цепочек из резонансных элементов в круглых металлическом и ди­

электрическом волноводах.

Исследование нелинейно-оптических свойств металлических наночастиц

(в частности, генерации второй гармоники и эффекта самовоздействия) явля­

ется важным этапом на пути к созданию нелинейных оптических метаматери­

алов, наноустройств преобразования частоты и др. Генерация второй гармо­

ники металлической наночастицей теоретически рассматривалась во многих

публикациях [42–50]. Наиболее полно важные аспекты генерации на наносфе­

ре раскрыты в работе [47]. Рассмотрев объёмные и поверхностные тензора

восприимчивости второго порядка в общем виде, авторы показали, что основ­

ной вклад в поле излучения вносят дипольные и квадрупольные моменты на

второй частоте, которые, в свою очередь, являются результатом взаимодей­

ствия моментов на основной частоте. Однако нахождение реальных значений

элементов тензоров восприимчивости для различных металлов является от­

дельной, достаточно сложной задачей, для решения которой необходимо при­

влекать дополнительные теории и (или) эксперимент. При всем многообра­

зии экспериментальных работ, посвящённых исследованию генерации второй

гармоники [89–96], использовать полученные данные весьма проблематично,

поскольку практически во всех работах имеет место не одиночная наносфе­

ра, а ансамбль частиц: растворы в жидкостях, система частиц, внедрённых

или выращенных в диэлектрической основе, и т.д. В данной работе из первых

принципов, в рамках модели свободных электронов и феноменологического

описания нелинейных свойств поверхности металла анализируются аналити­

ческие выражения для дипольного и квадрупольного моментов, которыми ха­

рактеризуется поле рассеяния на второй гармонике, и нелинейная поправка

к наведённому полем дипольному моменту наночастицы на основной частоте.

Исследуются зависимости интенсивности излучения и направленности нели­

нейного рассеяния от частоты падающего на частицу электромагнитного по­

ля. Развитая теория объясняет экспериментально наблюдаемые особенности,
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характерные для нелинейной восприимчивости диэлектрических материалов,

содержащих наноразмерные металлические включения.

Диагностика нанообъектов и наноструктурированных метаматериалов яв­

ляется важной задачей для современных нанотехнологий. Одним из направле­

ний в данной области исследований является безапертурная оптическая мик­

роскопия ближнего поля, принцип действия которой основан на ближнеполь­

ном взаимодействии иглы атомно-силового микроскопа и объекта. При облуче­

нии лазерным пучком зонда вблизи его кончика возникает локализованное на

наномасштабах (порядка радиуса кривизны острия зонда) сильное электриче­

ское поле. Его воздействие на исследуемые нанообъекты приводит к изменени­

ям как интенсивности, так и частотного состава рассеянного излучения. Эти

изменения представляют собой для безапертурной оптической микроскопии

ближнего поля источник информации об изучаемом нанообъекте [97–103]. В

частности, при проведении локальных спектроскопических измерений усилен­

ное на кончике иглы поле играет роль наноразмерного источника света, что

позволяет осуществлять локальную спектроскопию различных наноструктур.

Например, с использованием иглы атомно-силового микроскопа (АСМ) изуча­

лась двухфотонная люминесценция нанонитей, состоящих из скоплений моле­

кул (molecule aggregates) [99–101], и проводилась Рамановская спектроскопия

(TERS) отдельных углеродных нанотрубок [102,103]. Игла АСМ может также

служить в качестве локального рассеивателя в задачах исследования структу­

ры ближних полей резонансных нанообъектов, возбуждаемых лазерным излу­

чением [104–106].

Одним из перспективных направлений практического применения нели­

нейно-оптических эффектов при сканировании образцов иглой атомно-силово­

го микроскопа является диагностика поверхности (шероховатостей) и опреде­

ление размеров и формы нанообъектов. В отличие от линейного рассеяния,

предложенная в диссертационной работе методика учёта нелинейных эффек­

тов позволяет получить дополнительную информацию о форме и ориентации
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объектов с геометрическими параметрами меньше характерных размеров ска­

нирующей иглы.

Цели и задачи диссертационной работы:

Основной целью работы является исследование волноведущих свойств

плоско-слоистых резонансных метаматериалов и изучение нелинейно-оптиче­

ских эффектов, сопровождающих резонансное взаимодействие металлических

наночастиц с лазерным излучением.

В частности, в рамках единой концепции взаимодействия истинных по­

верхностных волн3 в макроскопическом приближении были решены задачи о

распространении истинных поверхностных волн вдоль слоя из анизотропного

метаматериала и о собственных модах такого слоя, помещённого в полосковую

линию и в металлический волновод. Кроме того, с помощью предложенного

в диссертации метода разложения дискретных источников по пространствен­

ным гармоникам тока, были исследованы собственные моды продольной це­

почки из резонансных элементов в металлическом и диэлектрическом волно­

водах.

При рассмотрении нелинейно-оптических свойств металлических наноча­

стиц, основное внимание уделялось генерации второй гармоники и эффекту

самовоздействия, а также численному моделированию двухфотонной люми­

несценции металлической наночастицы и иглы атомно-силового микроскопа

при облучении их фемтосекундными лазерными импульсами.

Научная и практическая значимость. Результаты, изложенные в

диссертации, могут быть использованы для создания, на основе анизотроп­

ных метаматериалов новых волноведущих и замедляющих систем. Рассмот­

ренные в работе цепочки резонансных элементов в круглом металлическом и

диэлектрическом волноводах могут применяться для миниатюризации волно­
3 Истинная поверхностная волна — это волна, с обеих сторон прижатая к границе раздела двух сред.
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ведущих систем и для создания различного рода датчиков (удара, движения).

Допирование металлическими наночастицами слабо нелинейных диэлектриче­

ских материалов перспективно для создания материалов с большой безынер­

ционной оптической нелинейностью. Предложенная методика оценки формы

и ориентации наночастиц полезна с точки зрения улучшения диагностики на­

нообъектов и наноструктурированных метаматериалов.

Положения, выносимые на защиту:

1. Анизотропные метаматериалы с отрицательными значениями компонент

тензоров диэлектрической и магнитной проницаемостей перспективны

для создания компактных замедляющих систем с заданными дисперси­

онными и поляризационными характеристиками.

2. Электродинамические свойства мод аксиально-симметричных и плоско­

слоистых металл-диэлектрических структур, содержащих цепочки и ре­

шётки из взаимодействующих резонансных элементов, можно рассчи­

тать с помощью предложенной в работе методики, позволяющей избе­

жать присущих данной задаче вычислительных сингулярностей.

3. Экспериментально наблюдаемая большая безынерционная дефокусиру­

ющая нелинейность, возникающая при допировании слабо нелинейных

диэлектрических материалов золотыми наночастицами, имеет электрон­

ную природу и связана с появлением у отдельных наночастиц дополни­

тельного дипольного момента на основной частоте.

4. Изучение нелинейных эффектов, сопровождающих резонансное взаимо­

действие металлических наночастиц в оптическом и инфракрасном ча­

стотном диапазонах, открывает новые возможности диагностики нано­

размерных объектов. Так, сравнение результатов численного моделиро­

вания взаимодействия металлических наночастиц и иглы АСМ с изме­

ряемыми в экспериментах картами двухфотонной люминесценции позво­
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ляет извлечь дополнительную информацию о форме и ориентации нано­

частиц.

Степень достоверности и апробация результатов. Изложенные в

диссертации результаты докладывались на семинарах ИПФ РАН и на следу­

ющих конференциях:

∙ Progress in Electromagnetics Research Symposium

(March 26–29, 2006, Cambridge, USA).

∙ 11-й Нижегородской сессии молодых учёных (16–21 апреля 2006 года,

Татинец, Нижегородская обл., Россия).

∙ 12-й Нижегородской сессии молодых учёных (15–20 апреля 2007 года,

Татинец, Нижегородская обл., Россия).

∙ 11-й Научной конференции по радиофизике (7 мая 2007 года, Нижний

Новгород, Россия).

∙ 8-й Всероссийской школе-семинаре «Волновые явления в неоднородных

средах» (21–26 мая 2007, Звенигород, Московская обл., Россия).

∙ 17-й Международной Крымской конференции «СВЧ-техника и телеком­

муникационные технологии» (10–14 сентября 2007 г., Севастополь, Укра­

ина).

∙ 13-й Нижегородской сессии молодых ученых (21–25 апреля 2008 года,

Татинец, Нижегородская обл., Россия).

∙ 10th Anniversary International Conference on Transparent Optical Networks

(ICTON2008) (22–26 June 2008, Athens, Greece).

∙ 7th International Workshop on Strong Microwaves: Sources and Applications

(27 July – 2 August 2008, Nizhny Novgorod, Russia).
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∙ 11-й Всероссийской школе-семинаре «Волновые явления в неоднородных

средах» (24–29 мая 2010, Звенигород, Московская обл., Россия).

∙ International Conference «Days on diffraction’2010», (June 8–11, 2010, Saint

Petersburg, Russia).

∙ Конференции молодых учёных «Нелинейные волновые процессы» при

всероссийской научной школе «Нелинейные волны-2012» (29 февраля –

6 марта 2012, Бор, Нижегородская обл., Россия).

∙ 15th International Conference «Laser Optics-2012», (June 25–29, 2012, Saint

Petersburg, Russia).

∙ XVII симпозиум «Нанофизика и наноэлектроника», (11–15 марта, 2013,

Нижний Новгород, Россия).

∙ The International Conference on Coherent and Nonlinear Optics (ICONO)

(18–22 June 2013, Moscow, Russia).

∙ 15th International Conference on Transparent Optical Networks (ICTON2013)

(23–27 June 2013, Cartagena, Spain).

∙ 16th International Conference on Transparent Optical Networks (ICTON2014)

(6–10 July 2014, Graz, Austria).

Основные результаты диссертационной работы.

1. Изучены волноведущие свойства слоёв из анизотропных метаматериалов

с отрицательными значениями компонент тензоров диэлектрической и

магнитной проницаемостей. Показано, что такие слои могут поддержи­

вать прямые и обратные медленные электромагнитные волны ТЕ и ТМ

типов.
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2. Проанализированы дисперсионные и поляризационные характеристики

электромагнитных мод металлических волноводов, частично заполнен­

ных метаматериалом. Показано, что, варьируя расстояния между метал­

лическими стенками и слоем метаматериала, можно изменять замедле­

ние распространяющихся мод в широком диапазоне, а также трансфор­

мировать прямые волны в обратные, и наоборот.

3. Предложена методика расчёта дисперсионных и поляризационных ха­

рактеристик мод, распространяющихся вдоль одномерных и двумерных

периодических систем из взаимодействующих резонансных элементов,

внедрённых в аксиально-симметричные и плоско-слоистые металл-диэлек­

трические структуры. Показано, что она позволяет устранить присущие

рассматриваемой задаче вычислительные сингулярности. Метод апроби­

рован на примере цепочек из резонансных диполей в круглых металли­

ческом и диэлектрическом волноводах.

4. В рамках модели свободных электронов и феноменологического описа­

ния нелинейных электродинамических свойств поверхности металла про­

анализированы нелинейные эффекты, сопровождающие рассеяние ла­

зерного излучения на металлической наночастице сферической формы.

Получены аналитические выражения для дипольного и квадрупольно­

го моментов, которыми характеризуется поле нелинейного рассеяния.

Объяснено экспериментально наблюдаемое появление большой безынер­

ционной нелинейности в диэлектрических материалах, допированных зо­

лотыми наночастицами.

5. Численно промоделирована зависимость интенсивности двухфотонной

люминесценции от взаимного расположения металлической наночасти­

цы и иглы атомно-силового микроскопа при облучении их фемтосекунд­

ными лазерными импульсами. Показано, что измеренные в эксперименте

карты двухфотонной люминесценции содержат дополнительную инфор­
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мацию о форме и ориентации наночастиц. Эту информацию можно из­

влечь путём сопоставления экспериментальных результатов с базисными

картами двухфотонной люминесценции, рассчитанными для эталонных

объектов.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 24 на­

учных работах [65, 66, 107–128], в том числе в 6 статьях в реферируемых рос­

сийских и зарубежных научных журналах [65,66,107–110].

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе­

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опублико­

ванные работы. Подготовка к публикации полученных результатов проводи­

лась совместно с соавторами, причём вклад диссертанта был определяющим.

Все представленные в диссертации результаты получены лично автором.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

трёх глав, заключения, списка литературы и списка иллюстративного матери­

ала. Всего в работе 30 рисунков. Список литературы состоит из 154 наимено­

ваний. Общее количество страниц в диссертации — 120.

Краткое содержание работы

Во Введении освещено современное состояние исследования рассматрива­

емых в диссертации задач, обоснована актуальность темы и её практическая

значимость, сформулированы положения, выносимые на защиту, кратко, по

главам, изложено содержание диссертации.

В Первой главе рассмотрены электромагнитные волны, направляемые

плоско-слоистыми системами из метаматериалов в макроскопическом прибли­

жении.

В разделе 1.1 кратко описаны общие свойства среды с одновременно отри­

цательными значениями диэлектрической и магнитной проницаемостей (среда

Веселаго).



18

В разделе 1.2 рассматриваются истинные поверхностные волны (ИПВ) на

границе раздела метаматериала и вакуума. Исследован изотропный метамате­

риал (п. 1.2.1) и случай, когда тензоры диэлектрической и магнитной прони­

цаемостей имеют вид, характерный для одноосных кристаллов (п. 1.2.2).

Показано, что поверхностные волны на границе раздела изотропного ме­

таматериала с 𝜀(𝜔) < 0 и 𝜇(𝜔) < 0 и вакуума, при 𝜀 < −1, 𝜀𝜇 < 1 (TM) и

𝜇 < −1, 𝜀𝜇 < 1 (TE) являются прямыми, а при −1 < 𝜀 < 0, 𝜀𝜇 > 1 (TM) и

−1 < 𝜇 < 0, 𝜀𝜇 > 1 (TE) — обратными. Отметим, что на границе плазмы с

вакуумом поверхностные волны всегда прямые.

В вырожденном предельном случае 𝜀(𝜔) = 𝜇(𝜔) = −1 (𝜀(𝜔)𝜇(𝜔) = 1)

дисперсионные соотношения автоматически выполняются и для ТМ, и для ТЕ

мод, причём при любом значении постоянной распространения. С этим вырож­

дением связан эффект «совершенной» линзы [67], у которой предел разреша­

ющей способности меньше дифракционного. Каждая спадающая компонента

пространственного Фурье-спектра источника при прохождении такой линзы

резонансно усиливается возбуждаемой поверхностной волной, существующей

при любых замедлениях.

В разделе 1.3 изучаются моды слоя из метаматериала. Прослежен пере­

ход от поверхностных мод (прямых (п. 1.3.1), обратных (п. 1.3.2), вырож­

денных (п. 1.3.3)), поддерживаемых границей метаматериала, к модам слоя,

когда имеются две направляющие поверхности. Подчёркивается, что этот пе­

реход носит не просто нетривиальный, но иногда и непредсказуемый характер.

Взаимодействие ИПВ расширяет частотный интервал существования поверх­

ностных волн слоя. При формировании моды прямыми ИПВ симметричная

поверхностная волна остаётся прямой и однозначной независимо от толщины

слоя, в то время как дисперсионные кривые для асимметричных мод претерпе­

вают значительные изменения, а именно, вблизи выделенной частоты форми­

руется область неоднозначности («зигзаг»), и в узком интервале частот слой

метаматериала поддерживает сразу три поверхностных моды (две прямых и
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одну обратную). Для всех асимметричных мод слоя, образованных за счёт

обратных ИПВ, обязан сформироваться загиб.

В разделе 1.4 анализируются изменения дисперсионных характеристик

мод слоя из метаматериала, помещённого в прямоугольный металлический

волновод. Рассмотрены две вспомогательные задачи о слое между параллель­

ными границам раздела (п. 1.4.1) и перпендикулярными им (п. 1.4.2) беско­

нечными металлическими стенками. В пункте 1.4.3 проанализирован общий

случай прямоугольного волновода. Как показано в диссертации, металличе­

ские стенки в значительной степени влияют на дисперсию мод за счёт пе­

рераспределения потоков энергии и расширяют волноведущие свойства слоя

на область распространения быстрых волн. Варьируя положением металличе­

ских стенок, можно, в частности, реализовать интересный класс собственных

мод, у которых прямые волны быстрые, а обратные — медленные. Продольные

и поперечные к границе раздела металлические стенки по-разному влияют на

рассматриваемую здесь моду волновода. Сближение продольных стенок при­

водит к увеличению замедления, а поперечных, наоборот, — к уменьшению;

то есть имеет место своеобразная конкуренция влияния размеров волновода

на дисперсию распространяющейся в нем волны.

Во Второй главе рассматриваются собственные моды одно- и двумер­

ных систем из резонансных элементов: цепочка и плоскость. Предложен ме­

тод расчёта дисперсионных свойств подобных структур, который позволяет

найти аналитическое решения в случае сложного электромагнитного окруже­

ния, например, цепочка из резонансных элементов в круглом металлическом

и диэлектрическом волноводах.

В разделе 2.1 описана общая идеология расчёта дисперсионных свойств

периодических систем методом разложения по гармоникам фиктивного тока.

Проведено сравнение полученного решения с хорошо известным и общеприня­

тым методом прямого суммирования полей. Оценена точность решения.

В разделе 2.2 рассматривается продольная цепочка диполей в круглом
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металлическом волноводе. Получены аналитические выражения для диспер­

сионного уравнения в случае электрических и магнитных диполей. Показаны

особенности влияния металлических стенок волновода на дисперсионные свой­

ства цепочек.

В разделе 2.3 показана эффективность предложенной методики на при­

мере продольной цепочки диполей в круглом диэлектрическом волноводе (оп­

тическом волокне). Показаны особенности дисперсионных свойств цепочки из

электрических диполей в подобном окружении.

В разделе 2.4 произведено обобщение метода разложения по гармоникам

фиктивного тока на двумерных случай. Рассмотрены собственные моды пря­

моугольной решётки из продольных диполей. Проведено сравнение получен­

ного решения с методом прямого суммирования полей в двумерном случае.

В Третьей главе рассматриваются нелинейно-оптические эффекты при

рассеянии лазерного излучения на металлических наночастицах.

В разделе 3.1 анализируются эффекты генерации второй гармоники и

самовоздействия лазерного излучения, падающего на металлическую наноча­

стицу сферической формы. В пункте 3.1.1 представлен подход к описанию

нелинейных свойств на основе модели свободных электронов в металле и фе­

номенологически учитывающий влияние поверхности. В пункте 3.1.3 анализи­

руются выражения для дипольного и квадрупольного моментов, которыми ха­

рактеризуется поле рассеяния на второй гармонике. Исследуются зависимости

интенсивности и направленности нелинейного рассеяния от частоты облучаю­

щего частицу электромагнитного поля (линейный отклик системы рассмотрен

в пункте 3.1.2). Пункт 3.1.4 посвящён нелинейной поправке к наведённому

полем дипольному моменту наночастицы на основной частоте. Объясняют­

ся экспериментально наблюдаемые особенности, характерные для нелинейной

восприимчивости диэлектрических материалов, содержащих наноразмерные

металлические включения.

В разделе 3.2 промоделировано нелинейно-оптическое взаимодействие ме­
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таллических наночастиц с иглой атомно-силового микроскопа при облучении

фемтосекундными лазерными импульсами.

В пункте 3.2.1 приведено описание экспериментальных результатов по

нелинейно-оптической диагностике золотых наночастиц. Пункт 3.2.2 посвя­

щён численному моделированию нелинейно-оптического взаимодействия ме­

таллических наночастиц с иглой атомно-силового микроскопа. Показано, что

измеряемые в эксперименте карты двухфотонной люминесценции содержат

в себе дополнительную информацию о форме и ориентации наночастиц. Эту

информацию о наночастицах можно извлечь путём сопоставления эксперимен­

тальных результатов с базисными картами двухфотонной люминесценции, рас­

считанными для эталонных объектов. Подобная методика нелинейной диагно­

стики расширяет возможности атомно-силовой микроскопии для получения

информации о металлических нанообъектах на поверхности, позволяя иссле­

довать форму и ориентацию наночастиц с характерными размерами, сравни­

мыми с размером кончика иглы АСМ.

В Заключении кратко изложены основные результаты проведённых в дис­

сертации исследований.
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Глава 1

Волноведущие свойства плоско-слоистых

метаматериалов. Макроскопическое описание

В данной главе рассматриваются электромагнитные волны, направля­

емые плоско-слоистыми системами из метаматериалов в макроскопическом

приближении. Кратко описаны общие свойства среды с одновременно отрица­

тельными значениями диэлектрической и магнитной проницаемостей.

Исследуются дисперсионные свойства поверхностных волн, распростра­

няющихся вдоль границы раздела резонансного метаматериала с отрицатель­

ными значениями диэлектрической и магнитной проницаемостей (𝜀 < 0 и

𝜇 < 0) и вакуума. Подобная граница способна поддерживать как прямые,

так и обратные поверхностные волны. Важной особенностью является эффект

вырождения мод, когда одному значению частоты соответствует бесконечное

число волн с произвольным замедлением.

Изучаются моды слоя из метаматериала. Прослежен переход от поверх­

ностных мод (прямых, обратных, вырожденных), поддерживаемых границей

метаматериала, к модам слоя, когда имеются две направляющие поверхности.

Анализируются изменения дисперсионных характеристик мод слоя из ме­

таматериала, помещённого в прямоугольный металлический волновод. Метал­

лические стенки в значительной степени влияют на дисперсию мод за счёт пе­

рераспределения потоков энергии и расширяют волноведущие свойства слоя

на область распространения быстрых волн. Показано, что варьирование пара­

метров волновода, в частности, позволяет реализовать интересный класс соб­

ственных мод, у которых прямые волны быстрые, а обратные — медленные.

Изложение основано на работах [65,66,108,113–117,121,122].
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1.1. Метаматериал с отрицательными значениями

диэлектрической и магнитной проницаемостей

(среда Веселаго)

Наиболее полное теоретическое описание электродинамических свойств

изотропной среды с одновременно отрицательными значениями диэлектриче­

ской и магнитной проницаемостей (𝜀 < 0 и 𝜇 < 0) впервые было сделано

советским физиком Виктором Георгиевичем Веселаго в 1967 году [129]. Сле­

дует заметить, что отдельные аспекты рассматривались ранее, так, например,

отрицательная рефракция обсуждалась Леонидом Иссаковичем Мандельшта­

мом задолго до Веселаго [130]1.

В такой среде, как нетрудно показать непосредственно из уравнений Макс­

велла, макроскопические электрическое (E) и магнитное (H) поля в однород­

ной плоской волне образуют с волновым вектором k левую тройку; при этом

k и усреднённая по времени плотность потока энергии S = 𝑐
8𝜋(E×H*) оказы­

ваются противоположно направленными, а сами волны — обратными.

Кратко перечислим основные «необычные» свойства среды Веселаго (бо­

лее подробное описание можно найти как в оригинальной работе [129], так и

в ряде обзоров [132–134]):

1. С возбуждением обратных волн связано «обращение» эффектов Допле­

ра и Вавилова-Черенкова. «Обращение» заключается в том, что частота

приближающегося источника уменьшается, удаляющегося — увеличива­

ется, а угол раствора конуса, образованного векторами плотности потока

энергии черенковского излучения, по отношению к направлению движе­

ния частицы становится тупым.

2. Имеет место эффект отрицательного электромагнитного давления. С

помощью сравнительно простых вычислений можно найти силу, действу­
1 Детальное описание истории вопроса можно найти в работе [131].
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ющую на границу раздела среды Веселаго с вакуумом. Оказывается,

что падающая из среды Веселаго волна притягивает к себе эту границу

(«отрицательное» давление). Однако если за границей поместить метал­

лический экран, сохраняя сколь угодно малый вакуумный промежуток,

то действующая на него сила будет направлена как обычно внутрь экра­

на («положительное» давление). При этом суммарное (результирующее)

давление волны на границу раздела и экран останется все-таки отрица­

тельным.

3. Наиболее важным считается эффект отрицательной рефракции. Он яв­

ляется следствием непрерывности тангенциальной компоненты волново­

го вектора на границе раздела и условий излучения.

1.2. Истинные поверхностные волны (ИПВ) на границе

раздела «метаматериал — вакуум»

Истинная поверхностная волна (ИПВ) — это волна, с обеих сторон при­

жатая к границе раздела двух сред. Все компоненты электромагнитного поля

в ней спадают по экспоненциальному закону при удалении от границы. Просто

поверхностными (не истинными) часто называют волны, прижатые к грани­

це лишь с одной стороны и имеющие синусоидальное стоячее распределение

с другой. Они реализуются, в частности, в условиях полного внутреннего от­

ражения. Классическим примером истинной поверхностной волны является

волна на границе «вакуум-плазма» (или плазмоподобная среда) с диэлектри­

ческой проницаемостью 𝜀 < −1. С ее наличием связаны весьма интересные,

практически важные каналирующие свойства плазменного слоя, а именно, су­

ществование обратных мод, мод с комплексными постоянными распростране­

ния и др. [135].

В данном разделе обсуждаются поверхностные волны на границе раздела
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метаматериала и вакуума [56–59]. Они представляют интерес для создания

различного рода замедляющих систем. Для этих волн характерен особенный

случай вырождения, когда одному и тому же значению частоты соответствует

бесконечное количество поверхностных мод с произвольным замедлением.

Рассмотрим метаматериал, тензоры эффективных проницаемостей (ди­

электирической 𝜀 и магнитной 𝜇̂) которого имеют следующий вид, характер­

ный для одноосных кристаллов:

𝜀=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜀𝑥𝑥=𝜀⊥ 0 0

0 𝜀𝑦𝑦=𝜀|| 0

0 0 𝜀𝑧𝑧=𝜀||

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦, 𝜇̂=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜇𝑥𝑥=𝜇⊥ 0 0

0 𝜇𝑦𝑦=𝜇|| 0

0 0 𝜇𝑧𝑧=𝜇||

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦. (1.1)

Современные метаматериалы (в пренебрежении потерями) можно опи­

сать (см., например, [136]) с помощью следующей частотной зависимости ком­

понент тензоров (1.1):

𝜀⊥,|| = 1−
𝜔2
𝑝⊥,||

𝜔2 − 𝜔2
𝜀⊥,||

, 𝜇⊥,|| = 1−
𝜔2
𝑚⊥,||

𝜔2 − 𝜔2
𝜇⊥,||

, (1.2)

где 𝜔 - частота процесса, 𝜔𝑝⊥,||, 𝜔𝜀⊥,||, 𝜔𝑚⊥,||, 𝜔𝜇⊥,|| определяются технологиче­

ским дизайном элементарной ячейки метаматериала. Например, если в каче­

стве резонансных элементов используются тонкие металлические проволочки

(см. [7]), 𝜔𝜀⊥,|| = 0.

Из (1.2) видно, что диэлектрическая 𝜀⊥,|| и магнитная 𝜇⊥,|| проницаемости

принимают отрицательные значения в интервале частот 𝜔1⊥,|| > 𝜔 > 𝜔2⊥,||,

границы которого соответственно равны:

𝜔1⊥,|| = max
{︁√︁

𝜔2
𝑝⊥,|| + 𝜔2

𝜀⊥,||,
√︁

𝜔2
𝑚⊥,|| + 𝜔2

𝜇⊥,||

}︁
,

𝜔2⊥,|| = min
{︁√︁

𝜔2
𝑝⊥,|| + 𝜔2

𝜀⊥,||,
√︁

𝜔2
𝑚⊥,|| + 𝜔2

𝜇⊥,||

}︁
. (1.3)

Пусть граница раздела совпадает с плоскостью 𝑥 = 0: при 𝑥 > 0 —

метаматериал, 𝑥 < 0 — вакуум, и в направлении оси 𝑧 бежит истинная по­
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верхностная волна с временной зависимостью 𝑒𝑖𝜔𝑡:

TM волна:

𝑥 < 0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐻𝑦 = 𝐴𝑒𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑥 = 𝐴𝑐ℎ
𝜔 𝑒

𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑧 = −𝑖𝐴𝑐𝜂
𝜔 𝑒

𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2 = ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
,

𝑥 > 0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐻𝑦 = 𝐵𝑒−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑥 = 𝐵 𝑐ℎ
𝜔𝜀⊥

𝑒−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑧 = −𝑖𝐵 𝑐𝜂
𝜔𝜀||

𝑒−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2

𝜀||
=

ℎ2

𝜀⊥
− 𝜔2

𝑐2
𝜇||, (1.4)

TE волна:

𝑥 < 0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸𝑦 = 𝐴𝑒𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑥 = −𝐴𝑐ℎ
𝜔 𝑒

𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑧 = 𝑖𝐴𝑐𝜂
𝜔 𝑒

𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2 = ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
,

𝑥 > 0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸𝑦 = 𝐵𝑒−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑥 = −𝐵 𝑐ℎ
𝜔𝜇⊥

𝑒−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑧 = −𝑖𝐵 𝑐𝜂
𝜔𝜇||

𝑒−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2

𝜇||
=

ℎ2

𝜇⊥
− 𝜔2

𝑐2
𝜀||, (1.5)

где ℎ — постоянная распространения волны, 𝑐 — скорость света.

Удовлетворяя граничным условиям непрерывности тангенциальных ком­

понент электрического и магнитного полей, после несложных преобразований

получаем дисперсионные уравнения:

TM волна:

√︂
ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
= − 1

𝜀||

√︃
𝜀||

(︂
ℎ2

𝜀⊥
− 𝜔2

𝑐2
𝜇||

)︂
,

TE волна:

√︂
ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
= − 1

𝜇||

√︃
𝜇||

(︂
ℎ2

𝜇⊥
− 𝜔2

𝑐2
𝜀||

)︂
. (1.6)

Заметим, что ИПВ существует только при 𝜀|| < 0 (TM волна) и 𝜇|| < 0

(TЕ волна). Приведём выражения для полного потока энергии в направлении
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оси 𝑧 в поверхностных волнах (1.4) и (1.5):

TM волна: 𝑃TM
𝑧 =

𝐴2ℎ𝑐

2𝜔𝜂

(︂
1− 1

𝜀⊥𝜀||

)︂
,

TE волна: 𝑃TE
𝑧 =

𝐴2ℎ𝑐

2𝜔𝜂

(︂
1− 1

𝜇⊥𝜇||

)︂
. (1.7)

В выражениях (1.7) первое слагаемое ответственно за поток энергии в

вакууме (он всегда положителен), а второе — в метаматериале (его знак мо­

жет быть как положительным, так и отрицательным). При этом допустима

ситуация, когда отрицательный поток в среде больше положительного в ва­

кууме, тем самым реализуется так называемая обратная волна. Условия ее

существования имеют следующий вид:

TM волна: 𝜀|| < 0, 𝜀⊥ < 0, 𝜀||𝜀⊥ < 1,

TE волна: 𝜇|| < 0, 𝜇⊥ < 0, 𝜇||𝜇⊥ < 1. (1.8)

1.2.1. Изотропный метаматериал

В изотропной среде с 𝜀⊥ = 𝜀|| = 𝜀 и 𝜇⊥ = 𝜇|| = 𝜇 соотношения (1.6)

упрощаются:

TM волна:

√︂
ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
= −1

𝜀

√︂
ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
𝜀𝜇,

TE волна:

√︂
ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
= −1

𝜇

√︂
ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
𝜀𝜇. (1.9)

Для изотропной плазмы с 𝜇 = 1 и 𝜀 = 1 − 𝜔2
𝑝

𝜔2 истинными поверхност­

ными волнами могут быть только TM моды, причём на частотах 𝜔 <
𝜔𝑝√
2
,

когда 𝜀(𝜔) < −1. Нетрудно видеть (см. (1.8)), что при этом волна на границе

плазма-вакуум всегда прямая.

В метаматериале с 𝜀(𝜔) < 0 и 𝜇(𝜔) < 0 поверхностные волны отличаются

большим разнообразием. Рассмотрим TM моды. Для ТЕ мод, по принципу

перестановочной двойственности, нужно поменять местами 𝜀 и 𝜇.



28

Считая 𝜀(𝜔) < 0, перепишем дисперсионное уравнение ТМ волны (1.9) в

более удобном для исследования виде:

ℎ =
𝜔

𝑐

√︂
𝜀2 − 𝜀𝜇

𝜀2 − 1
. (1.10)

Для поверхностных волн (1.4) должны выполняться условия: ℎ > 𝜔
𝑐 ,

ℎ > 𝜔
𝑐

√
𝜀𝜇, а это возможно согласно (1.10), только когда:

1) 𝜀 < −1, 𝜀𝜇 < 1 или 2) − 1 < 𝜀 < 0, 𝜀𝜇 > 1. (1.11)

Аналогично, поверхностные ТЕ моды (1.5) существуют, если:

1) 𝜇 < −1, 𝜀𝜇 < 1 или 2) − 1 < 𝜇 < 0, 𝜀𝜇 > 1. (1.12)

Нетрудно заметить, что требования (1.11) и (1.12) никогда не выполня­

ются одновременно, или, другими словами, на одних и тех же частотах не

могут сразу распространятся и TM, и TE поверхностные волны. Особо отме­

тим, что поверхностные волны на границе раздела метаматериала с 𝜀(𝜔) < 0

и 𝜇(𝜔) < 0 и вакуума, при 𝜀 < −1, 𝜀𝜇 < 1 (TM) и 𝜇 < −1, 𝜀𝜇 < 1 (TE)

являются прямыми (см. (1.8)), а при −1 < 𝜀 < 0, 𝜀𝜇 > 1 (TM) и −1 < 𝜇 < 0,

𝜀𝜇 > 1 (TE) — обратными. Напомним, что на границе плазмы с вакуумом

поверхностные волны всегда прямые.

В вырожденном предельном случае 𝜀(𝜔) = 𝜇(𝜔) = −1 (𝜀(𝜔)𝜇(𝜔) = 1)

дисперсионные соотношения (1.9) автоматически выполняются и для ТМ, и

для ТЕ мод, причём при любом значении постоянной распространения ℎ. Если

сравнить потоки энергии в метаматериале и в вакууме (1.7), то они окажутся

равными по абсолютной величине и противоположно направленными. В ито­

ге, полный поток энергии во всех поверхностных волнах равен нулю, так же

как и их групповые скорости. В отсутствии потерь стационарное решение в та­

кой ситуации не возможно. С этим вырождением связан, по существу, эффект

«совершенной» линзы [67–72], у которой предел разрешающей способности

меньше дифракционного. Каждая спадающая компонента пространственного
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Фурье-спектра источника при прохождении такой линзы резонансно усилива­

ется возбуждаемой поверхностной волной, существующей при любых замед­

лениях.

На рисунке 1.1 приведены зависимости замедления 𝛾 = ℎ/𝑘0 от отно­

сительной отстройки частоты 𝛿𝜔 = 𝜔
𝜔𝑝

для поверхностных TM и TE волн в

метаматериале с:

𝜀 = 1−
𝜔2
𝑝

𝜔2
, 𝜇 = 1− 𝐹𝜔2

𝜔2 − 𝜔2
𝜇

, (1.13)

где 𝐹 = 0.56, 𝜔𝜇/𝜔𝑝 = 0.4 (параметры соответствуют реальному метаматери­

алу [60]). Значения частот, при которых выполняются условия: 𝜀(𝜔1) = −1,

𝜇(𝜔2) = −1 и 𝜀(𝜔3)𝜇(𝜔3) = −1, равны соответственно 𝜔1/𝜔𝑝 = 0.71, 𝜔2/𝜔𝑝 =

0.45, 𝜔3/𝜔𝑝 = 0.52.

На рисунке 1.2 показана эволюция дисперсионных кривых при изменении

параметра 𝜔𝜇 для метаматериала (1.13):

(︂
𝜔𝜇

𝜔𝑝

)︂
1

= 0.4,

(︂
𝜔𝜇

𝜔𝑝

)︂
2

= 0.5,

(︂
𝜔𝜇

𝜔𝑝

)︂
3

= 0.6,

(︂
𝜔𝜇

𝜔𝑝

)︂
4

= 0.7,

(︂
𝜔𝜇

𝜔𝑝

)︂
5

= 0.8.

Резонансные частоты для магнитной проницаемости (1, 2, 3, 4, 5) подо­

браны таким образом, чтобы пройти различные области выполнения условий

𝜀 = −1, 𝜇 = −1, 𝜀𝜇 = 1, причём третье значение выполняет условия 𝜀 = −1

и 𝜇 = −1 одновременно, на одной и той же частоте. Случаю 3 соответствует

вырождение дисперсионной кривой в вертикальную прямую 𝜔 = const. Груп­

повая скорость волнового пакета при этом точно равна нулю.

1.2.2. Анизотропный метаматериал

Рассмотрим влияние анизотропии (1.1) на дисперсионные характеристи­

ки ИПВ. Проанализируем TM моды, учитывая, что все результаты переносят­

ся на TE моды заменой: 𝜀⊥ → 𝜇⊥, 𝜀|| → 𝜇||, 𝜇⊥ → 𝜀⊥, 𝜇|| → 𝜀||.

Как видно из дисперсионного уравнения (1.6), для существования поверх­

ностной TM волны необходимо выполнение условия 𝜀|| < 0. При этом 𝜀⊥ в
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Рис. 1.1. Дисперсионные характеристики поверхностных TM и TE волн на границе раздела

«метаматериал — вакуум». Пунктирные линии 𝜂2 = 0 и 𝜂2 = 0 — границы существования

ИПВ.

Рис. 1.2. Дисперсионные характеристики поверхностных TM (сплошные линии) и TE (пре­

рывистые линии) волн на границе раздела «метаматериал — вакуум» при различных пара­

метрах 𝜔𝜇/𝜔𝑝.



31

принципе может принимать и положительные, и отрицательные значения. Пе­

репишем соотношение (1.6), считая 𝜀|| < 0, в виде:

ℎ =
𝜔

𝑐

⎯⎸⎸⎷ 𝜀2|| − 𝜀||𝜇||

𝜀2|| − 𝜀||/𝜀⊥
. (1.14)

Рассмотрим случай, когда 𝜀|| < 0 и 𝜀⊥ < 0, тогда, используя (1.14), по

аналогии с изотропным случаем нетрудно получить, что поверхностные TM

моды реализуются, если:

Прямые волны: 𝜀||𝜀⊥ > 1 (𝜀|| < 0), 𝜀⊥𝜇|| < 1,

Обратные волны: 𝜀||𝜀⊥ < 1 (𝜀|| < 0), 𝜀⊥𝜇|| > 1. (1.15)

Для существования поверхностных ТЕ мод, в свою очередь, нужно, что­

бы выполнялись неравенства:

Прямые волны: 𝜇||𝜇⊥ < 1 (𝜇|| < 0), 𝜇⊥𝜀|| < 1,

Обратные волны: 𝜇||𝜇⊥ > 1 (𝜇|| < 0), 𝜇⊥𝜀|| > 1. (1.16)

Из (1.14) следует, что когда 𝜀||𝜀⊥ = 1 (𝜇||𝜇⊥ = 1), поверхностные TM

моды (TE моды) имеют бесконечное замедление; если же 𝜇||𝜀⊥ = 1 (𝜀||𝜇⊥ = 1),

то замедление равно единице.

Отметим, что условия (1.15) и (1.16) (также как (1.11) и (1.12)), никогда

не выполняются одновременно, а, значит, частотные интервалы существова­

ния поверхностных TE и TM волн также не перекрываются.

При 𝜀||𝜀⊥ = 1, 𝜇||𝜀⊥ = 1 (𝜇||𝜇⊥ = 1, 𝜀||𝜇⊥ = 1) истинные поверхностные

TM моды (TE моды) могут иметь любое замедление 𝛾 = ℎ/𝑘0 и не переносят

потока энергии.

В случае, когда:

𝜀|| =
1

𝜀⊥
= 𝜇|| =

1

𝜇⊥
< 0, (1.17)

вырожденными будут TM и TE волны одновременно. Эта ситуация аналогич­

на вырождению в изотропном случае.
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Рис. 1.3. Дисперсионные характеристики поверхностных TM волн на границе раздела «ани­

зотропный метаматериал — вакуум» при различных параметрах 𝜔𝑝||. Пунктирные линии

𝜂2 = 0 и 𝜂2 = 0 — границы существования ИПВ.

Кристалл вида (1.17), правда с положительными значениями компонент

тензоров магнитной и диэлектрической проницаемостей (𝜀||, 𝜀⊥, 𝜇||, 𝜇⊥ > 0),

предложил в своё время С.П. Ефимов [137] в качестве примера безотража­

тельной среды («невидимки» в отражённом свете). Для него при любом угле

падения и любой поляризации выполняется условие Брюстера (равенство по­

верхностных импедансов падающих на границу раздела и прошедших через

неё волн). Возможности использования подобной среды для реализации «со­

вершенной» линзы с эффектом двулучепреломление для ТЕ и ТМ мод обсуж­

дались в работе [138].

На рисунке 1.3 показаны дисперсионные характеристики поверхностных

TM волн при следующей частотной зависимости компонент тензоров 𝜀 и 𝜇̂

(реализация случая 𝜀|| < 0 и 𝜀⊥ < 0):

𝜀⊥ = 1−
𝜔2
𝑝⊥

𝜔2
, 𝜀|| = 1−

𝜔2
𝑝||

𝜔2
, 𝜇|| = 1− 𝐹𝜔2

𝜔2 − 𝜔2
𝜇

. (1.18)
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Значения параметров 𝜔𝑝⊥, 𝜔𝜇, 𝐹 фиксированы, а 𝜔𝑝|| принимает шесть

различных значений:

𝜔𝑝⊥ = 𝜔𝑝, 𝜔𝜇/𝜔𝑝 = 0.4, 𝐹 = 0.56,(︂
𝜔𝑝||

𝜔𝑝

)︂
1

=1,

(︂
𝜔𝑝||

𝜔𝑝

)︂
2

=0.6,

(︂
𝜔𝑝||

𝜔𝑝

)︂
3

=0.4,

(︂
𝜔𝑝||

𝜔𝑝

)︂
4

=0.3,

(︂
𝜔𝑝||

𝜔𝑝

)︂
5

=0.25,

(︂
𝜔𝑝||

𝜔𝑝

)︂
6

=0.2.

Из рисунка 1.3 видно, что анизотропия может существенно повлиять на

характер распространения волны. Изменение значения 𝜀|| способно перерас­

пределить потоки энергии так, что волна может из прямой (кривые 1, 2, 3)

перейти в обратную (кривые 4, 5, 6). Заметим также, что для кривых 5 и 6

существует область частот, соответствующая переходу 𝜀|| через ноль в положи­

тельную область, при этом волна существовать не может, и кривая обрывается

на границе 𝜂2 = 0.

В случае, когда 𝜀|| < 0 и 𝜀⊥ > 0, из соотношения (1.14) следует, что

истинные поверхностные TM моды (TE моды) существуют лишь при поло­

жительных значениях 𝜇|| >
1
𝜀⊥

ℎ2

𝑘20

(︁
𝜀|| >

1
𝜇⊥

ℎ2

𝑘20

)︁
, причём только прямые. Они

полностью аналогичны хорошо изученным поверхностным волнам на границе

«плазма-вакуум».

1.3. Замедленные волны, поддерживаемые слоем из

метаматериала

Рассмотрим слой из метаматериала толщиной 2𝑑. Так же как в разде­

ле 1.2, пусть волны распространяются вдоль оси 𝑧, ось 𝑥 направлена поперёк

слоя. В этом случае компоненты электромагнитного поля имеют следующий

вид:
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TM волна:

𝑥 > 𝑑

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐻𝑦 = 𝐴𝑒−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑥 = 𝐴𝑐ℎ
𝜔 𝑒

−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑧 = −𝑖𝐴𝑐𝜂
𝜔 𝑒

−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2 = ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
,

−𝑑 < 𝑥 < 𝑑

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐻𝑦 = 𝐵

⎡⎣ sh(𝜂𝑥)

ch(𝜂𝑥)

⎤⎦ 𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑥 = 𝐵 𝑐ℎ
𝜔𝜀⊥

⎡⎣ sh(𝜂𝑥)

ch(𝜂𝑥)

⎤⎦ 𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑧 = −𝑖𝐵 𝑐𝜂
𝜔𝜀||

⎡⎣ ch(𝜂𝑥)

sh(𝜂𝑥)

⎤⎦ 𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2

𝜀||
=

ℎ2

𝜀⊥
− 𝜔2

𝑐2
𝜇||,(1.19)

𝑥 < −𝑑

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐻𝑦 = 𝐶𝑒𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑥 = 𝐶 𝑐ℎ
𝜔 𝑒

𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐸𝑧 = 𝑖𝐶 𝑐𝜂
𝜔 𝑒

𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2 = ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
.

TE волна:

𝑥 > 𝑑

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸𝑦 = 𝐴𝑒−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑥 = −𝐴𝑐ℎ
𝜔 𝑒

−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑧 = 𝑖𝐴𝑐𝜂
𝜔 𝑒

−𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2 = ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
,

−𝑑 < 𝑥 < 𝑑

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐸𝑦 = 𝐵

⎡⎣ sh(𝜂𝑥)

ch(𝜂𝑥)

⎤⎦ 𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑥 =−𝐵 𝑐ℎ
𝜔𝜇⊥

⎡⎣ sh(𝜂𝑥)

ch(𝜂𝑥)

⎤⎦ 𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑧 = 𝑖𝐵 𝑐𝜂
𝜔𝜇||

⎡⎣ ch(𝜂𝑥)

sh(𝜂𝑥)

⎤⎦ 𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2

𝜇||
=

ℎ2

𝜇⊥
− 𝜔2

𝑐2
𝜀||,(1.20)

𝑥 < −𝑑

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸𝑦 = 𝐶𝑒𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑥 = −𝐶 𝑐ℎ
𝜔 𝑒

𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝐻𝑧 = −𝑖𝐶 𝑐𝜂
𝜔 𝑒

𝜂𝑥𝑒−𝑖ℎ𝑧,

𝜂2 = ℎ2 − 𝜔2

𝑐2
.

В формулах (1.19) и (1.20) надстрочные символы в квадратных скобках

соответствуют симметричным модам, подстрочные — асимметричным. Здесь
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понятие симметрии используется по отношению к продольным компонентам

электромагнитного поля (терминология Тамира и Олинера [139]). Параметры

𝜂 и 𝜂 характеризуют, с какой степенью волна «прижата» к границе раздела со

стороны вакуума и метаматериала, соответственно. Если 𝜂 становится чисто

мнимой, мода слоя из метаматериала формируется за счёт полного внутрен­

него отражения, как для обычного диэлектрика.

Выполняя граничные условия непрерывности тангенциальных составля­

ющих напряжённостей электрического и магнитного полей, находим диспер­

сионные соотношения:

TM волна: 𝜂 = − 𝜂

𝜀||
th±1(𝜂𝑑),

𝜂2 = ℎ2 − 𝜔2

𝑐2 ,

𝜂2

𝜀||
= ℎ2

𝜀⊥
− 𝜔2

𝑐2 𝜇||,

TE волна: 𝜂 = − 𝜂

𝜇||
th±1(𝜂𝑑),

𝜂2 = ℎ2 − 𝜔2

𝑐2 ,

𝜂2

𝜇||
= ℎ2

𝜇⊥
− 𝜔2

𝑐2 𝜀||,
(1.21)

где знак «плюс» соответствует симметричным модам, «минус» — асимметрич­

ным.

Далее будем рассматривать только ТМ волны, поскольку все полученные

результаты с помощью принципа перестановочной двойственности легко могут

быть перенесены на ТЕ волны заменой 𝜀||,⊥ → 𝜇||,⊥, E → H, H → −E.

1.3.1. Моды, формируемые прямыми ИПВ

Изучение свойств собственных мод слоя из метаматериала начнём со слу­

чая, когда изолированная граница раздела «метаматериал — вакуум» поддер­

живает прямые ИПВ. Для определённости рассмотрим метаматериал, харак­

теризующийся (1.13), с параметром 𝜔𝜇/𝜔𝑝 = 0.4 (в этом случае, как видно из

рисунка 1.1, ИПВ ТМ типа — прямая). Как и следовало ожидать, при больших

значениях толщин слоя 2𝑑 (см. рисунки 1.4 и 1.5, 𝑘𝑝𝑑 =
𝜔𝑝

𝑐 𝑑) симметричные и

асимметричные моды практически полностью повторяют дисперсионную кри­

вую ИПВ одиночной границы раздела.
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Рис. 1.4. Частотная зависимость 𝛾 = ℎ/𝑘0 для симметричных ТМ мод слоя из метаматериа­

ла при различных толщинах слоя 𝑘𝑝𝑑 = 𝜔𝑝

𝑐
𝑑. Пунктирные линии 𝜂2 = 0 и 𝜂2 = 0 — границы

существования ИПВ.

Здесь ситуация близка к изотропному плазменному слою, подробно рас­

смотренному в [139]. Однако, имеет место ряд важных отличий. Остановимся

на них подробнее. Для симметричных мод (см. рисунок 1.4) постоянная рас­

пространения ℎ монотонно увеличивается с уменьшением толщины слоя 2𝑑.

Взаимодействие ИПВ расширяет частотный интервал существования поверх­

ностных волн слоя, но не меняет ее характер. Симметричная поверхностная

волна остаётся прямой и однозначной не зависимо от толщины 2𝑑.

В отличие от симметричных мод, дисперсионные кривые для асимметрич­

ных мод претерпевают значительные изменения с уменьшением 𝑑 (см. рисунок

1.5). А именно, вблизи частоты 𝜔 = 𝜔𝑐 формируется область неоднозначности

(«зигзаг»), 𝜔𝑐 — граница существования ИПВ. На рисунке 1.6 более детально

воспроизведена частотная зависимость ℎ = ℎ(𝜔), соответствующая достаточ­

но тонкому слою с толщиной 𝑘𝑝𝑑 = 0.8. Из него видно, наряду с частотой 𝜔𝑐,
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Рис. 1.5. Частотная зависимость 𝛾 = ℎ/𝑘0 для асимметричных ТМ мод слоя из метамате­

риала при различных толщинах слоя 𝑘𝑝𝑑 = 𝜔𝑝

𝑐
𝑑.

есть ещё две характерные частоты 𝜔* и 𝜔**, при которых групповые скоро­

сти и полные потоки энергии обращаются в ноль. В случае, когда 𝜔 < 𝜔*,

существует только одна прямая мода. В узком интервале 𝜔* < 𝜔 < 𝜔𝑐 слой

метаматериала поддерживает сразу три поверхностных моды (две прямых и

одну обратную). Точка 𝜔 = 𝜔* соответствует переходу более замедленной пря­

мой волны в обратную и наоборот. В области частот 𝜔𝑐 < 𝜔 < 𝜔** вдоль

слоя могут распространяться две поверхностные волны (прямая и обратная),

переходящие одна в другую в граничной точке 𝜔 = 𝜔**.

Следует обратить особое внимание, что частота 𝜔** может быть и боль­

ше, чем 𝜔𝑐, т.е. дисперсионные кривые для асимметричных мод переходят в

область частот 𝜔 > 𝜔𝑐, где ИПВ не могут существовать по отдельности. Такого

эффекта для симметричных волн не наблюдается.

Наконец, когда 𝜔 > 𝜔**, поверхностные волны в слое метаматериала от­

сутствуют, но существуют волны с комплексными постоянными распростра­

нения. В этом легко можно убедиться, если рассмотреть решение дисперси­
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Рис. 1.6. Подробная частотная зависимость 𝛾 = ℎ/𝑘0 для асимметричных ТМ мод слоя

толщиной 𝑘𝑝𝑑 = 0.8.

онного уравнения (1.21) в пределе тонкого изотропного слоя. Действительно,

представляя гиперболический тангенс рядом Тейлора по малому параметру

(𝑘0𝑑 = 𝜔
𝑐 𝑑) и ограничившись первым членом разложения, получим следующее

биквадратное уравнение:

(︀
𝛾2 − 1

)︀
𝜀2 =

(︀
𝛾2 − 𝜀𝜇

)︀2
𝑘20𝑑

2. (1.22)

Его решение имеет вид:

𝛾2 = 𝜀𝜇+
𝜀2

2𝑘20𝑑
2
±

√︃
𝜀2

𝑘20𝑑
2

(︂
𝜀𝜇− 1 +

𝜀2

4𝑘20𝑑
2

)︂
. (1.23)

На частоте 𝜔 = 𝜔** подкоренное выражение в (1.23) обращается в ноль.

Если 𝜔 < 𝜔**, то уравнение (1.22) имеет два действительных корня (1.23), так

как при этом подкоренное выражение в (1.23) больше нуля. Когда же 𝜔 > 𝜔**,

получаем два комплексно сопряжённых решения, соответствующих волнам с

комплексными постоянными распространения. Эти волны играют большую
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роль в формировании поля излучения, их свойства и значимость подробно

описаны в [74,139].

1.3.2. Моды, формируемые обратными ИПВ

Теперь перейдём к случаю, когда граница раздела поддерживает обрат­

ные ИПВ. Он является специфическим для метаматериала и не реализуется

в обычных плазменных или плазмоподобных средах, где 𝜇 = 1.

На рисунках 1.7 и 1.8 представлены дисперсионные кривые для симмет­

ричных и асимметричных мод слоя из изотропного метаматериала, описыва­

емого соотношениями (1.13) при значении параметра 𝜔𝜇/𝜔𝑝 = 0.7 (обратные

ТМ ИПВ, случай 4 и 5 на рисунке 1.2).

Очевидно, что при стремлении ℎ к 𝑘0 = 𝜔/𝑐 поверхностные волны, как

симметричная, так и асимметричная, обязаны быть прямыми, так как они

слабо локализованы, и основной поток энергии в них сосредоточен в вакууме,

а, следовательно, сонаправлен с фазовой скоростью.

Как видно на рисунках 1.7 и 1.8, для асимметричных мод слоя диспер­

сионные кривые упираются в прямую ℎ/𝑘0 = 1 (𝜂2 = 0) с положительной

производной (прямая волна), тогда как ИПВ одиночной границы раздела с

отрицательной (обратная волна см. рисунок 1.2). Тем самым для всех мод

слоя, образованных за счёт обратных ИПВ, обязан сформироваться загиб.

Обозначим 𝜔*** частоту, при которой замедление 𝛾 = ℎ/𝑘0 обращается

в единицу. Для асимметричных мод загиб имеет место в области 𝜔 > 𝜔***,

здесь, как и в предыдущем случае, дисперсионная кривая выходит за область

существования одиночной ИПВ. А вдоль слоя могут распространятся наряду

с обратными поверхностными волнами, ещё и прямые. Чем тоньше слой, тем

больше частотный интервал неоднозначности. По мере уменьшения толщины

слоя у обратных волн возрастает замедление по сравнению с замедлением

ИПВ границы раздела.

Для симметричных мод, наоборот, замедление уменьшается, и дисперси­
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онные кривые пересекают линию 𝜂2 = ℎ2−𝑘20𝜀𝜇 = 0 раньше чем 𝛾 = ℎ/𝑘0 = 1.

Выше границы раздела 𝜂2 = 0 поперечное волновое число в метаматериале 𝜂

действительное, а ниже — чисто мнимое. Мнимость 𝜂 означает, что вдоль оди­

ночной границы раздела распространяется «неистинная» поверхностая волна,

прижатая к этой границе лишь со стороны вакуума и осциллирующая со сторо­

ны метаматериала (как при эффекте полного внутреннего отражения). Если

выйти за пределы области существования ИПВ 𝜂2 > 0 и учесть осциллиру­

ющие в метаматериале моды слоя, то у симметричных мод производная, с

которой дисперсионные кривые утыкаются в линию ℎ/𝑘0 = 1, будет также по­

ложительной. Сами кривые при этом обязаны иметь изгиб, с которым связана

неоднозначность функции ℎ = ℎ(𝜔). На одной частоте в области изгиба суще­

ствуют сразу две медленные моды слоя (обратная и прямая). Причём переход

от обратных волн к прямым ( 𝑑ℎ𝑑𝜔 = ∞) может осуществляться как выше, так

и ниже линии 𝜂2 = 0 в зависимости от параметров метаматериала и толщины

слоя. А следовательно возможен случай, когда переход через 𝑑ℎ
𝑑𝜔 = ∞ и 𝜂2 = 0

возможен в одной точке. Это важная и интересная особенность, характерная

только для симметричных мод слоя метаматериала при реализации моды об­

ратными ИПВ.

Таким образом, возможно реализовать три случая: первый, когда обе вол­

ны (и прямая, и обратная) образуются медленными в метаматериале волнами,

второй — быстрыми, и третий случай, обратная волна — медленными, а пря­

мая — быстрыми волнами.

Если вернуться к случаю формирования мод слоя прямыми ИПВ (п.

1.3.1), то для него (см. рисунки 1.4 и 1.5) переход через линию 𝜂2 = 0 так­

же возможен лишь в симметричных модах, но функция ℎ = ℎ(𝜔) остаётся

однозначной (реализуются только прямые моды).

Необходимо отметить, что для осциллирующих в метаматериале мод 𝜂2 < 0

одному и тому же замедлению соответствует целый набор толщин 𝑑𝑚 = 𝑑+ 2𝜋
|𝜂|𝑚,

𝑚 = 0, 1, 2, · · · . Говоря о продолжении дисперсионной кривой через линию
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Рис. 1.7. Частотная зависимость 𝛾 = ℎ/𝑘0 для симметричных ТМ мод слоя из метаматери­

ала при различных толщинах слоя 𝑘𝑝𝑑 = 𝜔𝑝

𝑐
𝑑.

𝜂2 = 0, имеется ввиду низшая мода 𝑚 = 0.

1.3.3. Вырожденный случай

Отдельно следует упомянуть о случае реализации моды слоя вырожден­

ными ИПВ, для которого характерно, что плоская граница, разделяющая ме­

таматериал и вакуум, поддерживает на одной и той же частоте бесконечное

количество волн с произвольным замедлением.

Взаимодействие между ИПВ, локализованными у разных границ разде­

ла, снимает вырождение. Чем меньше толщина слоя, тем больше частотный

интервал существования поддерживаемых этим слоем мод.

Обратим внимание на то, что «снятие» вырождения у асимметричных

мод приводит к одновременному появлению на одной и той же частоте двух

поверхностных волн — прямой и обратной (формируется загиб, аналогичный

случаю (п. 1.3.2)). У прямой волны замедление меньше, чем у обратной. Асим­
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Рис. 1.8. Частотная зависимость 𝛾 = ℎ/𝑘0 для асимметричных ТМ мод слоя из метамате­

риала при различных толщинах слоя 𝑘𝑝𝑑 = 𝜔𝑝

𝑐
𝑑.

метричная мода при этом всегда прямая. На рисунке 1.9 показаны дисперси­

онные свойства симметричных и антисимметричных ТМ мод, образованных

вырожденными ИПВ (значение параметра 𝜔𝜇/𝜔𝑝 = 0.6, см. рисунок 1.2)

1.3.4. Влияние анизотропии

Для слоя из анизотропного материала поведение дисперсионных харак­

теристик поверхностных мод во многом аналогично изотропному случаю. Од­

нако необходимо отметить, что анизотропия влияет на распределение потоков

энергии в модах внутри слоя и вне слоя и способна существенно изменить ха­

рактерные масштабы и даже форму дисперсионных кривых. На рисунке 1.10

приведены дисперсионные зависимости ℎ(𝜔) для симметричных и асиммет­

ричных ТМ мод в слое метаматериала c:

𝜀⊥ = 1−
𝜔2
𝑝

𝜔2
, 𝜀|| = 1−

𝜔̃2
𝑝

𝜔2
, 𝜇⊥ = 𝜇|| = 1− 𝐹𝜔2

𝜔2 − 𝜔2
𝜇

, (1.24)
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Рис. 1.9. Частотная зависимость 𝛾 = ℎ/𝑘0 для симметричных (тонкие линии) и асиммет­

ричных (толстые линии) ТМ мод слоя из метаматериала при различных толщинах слоя

𝑘𝑝𝑑 = 𝜔𝑝

𝑐
𝑑.



44

Рис. 1.10. Частотная зависимость 𝛾 = ℎ/𝑘0 для симметричных (тонкие линии) и асиммет­

ричных (толстые линии) ТМ мод слоя из метаматериала для четырёх различных значе­

ний 𝜔̃𝑝.

при фиксированном параметре 𝜔𝜇

𝜔𝑝
= 0.6 и толщине слоя 𝜔𝑝

𝑐 𝑑 = 0.75 для четы­

рёх различных значений 𝜔̃𝑝:(︂
𝜔̃𝑝

𝜔𝑝

)︂
1

= 1,

(︂
𝜔̃𝑝

𝜔𝑝

)︂
2

= 0.85,

(︂
𝜔̃𝑝

𝜔𝑝

)︂
3

= 0.7,

(︂
𝜔̃𝑝

𝜔𝑝

)︂
4

= 0.55.

Как видно из рисунка 1.10, анизотропия не привела к кардинальному ис­

кажению вида дисперсионных кривых. Так, симметричная мода остаётся при

любых 𝜔 прямой, а асимметричная имеет на некоторых частотах «прямую»

и «обратные» ветки. Но, изменяя параметр анизотропии 𝜔̃𝑝

𝜔𝑝
, можно управ­

лять интервалами существования, фазовыми и групповыми скоростями тех

или иных мод слоя.

Для ТЕ мод справедливы все отмеченные выше особенности, с той лишь

разницей, что 𝜀|| и 𝜀⊥ нужно заменить на 𝜇|| и 𝜇⊥ и наоборот.
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1.4. Волноведущие структуры, частично заполненные

метаматериалом

Проследим изменения дисперсионных характеристик мод слоя из изо­

тропного метаматериала, помещённого в прямоугольный волновод. Для едино­

образия будем описывать метаматериал частотной зависимостью (1.13). Рас­

смотрим вначале две вспомогательные задачи о слое между параллельными

границам раздела (п. 1.4.1) и перпендикулярными им (п. 1.4.2) бесконечными

металлическими стенками, а затем проанализируем общий случай прямоуголь­

ного волновода (п. 1.4.3).

1.4.1. Слой метаматериала параллельно металлическим стенкам

Пусть плоский слой метаматериала −𝑑 < 𝑥 < 𝑑 расположен между иде­

альными металлическими плоскостями 𝑥 = ±𝑎 (𝑎 > 𝑑). В данном случае

существуют поперечные ТЕ и ТМ моды. Однако к ним нельзя применить

принцип перестановочной двойственности (из-за наличия нулевых граничных

условий на металле только для тангенциальной компоненты электрического

поля). Поэтому дисперсионные свойства ТЕ и ТМ волн нужно анализировать

по отдельности.

TE моды

Электрическое поле в TE волнах, распространяющихся вдоль оси 𝑧, всю­

ду параллельно оси 𝑦 и обращается на металлических стенках в ноль 𝐸𝑦(𝑥 =

±𝑎) = 0. Учитывая непрерывность 𝐸𝑦 и тангенциальной составляющей напря­

жённости магнитного поля 𝐻𝑦 на границах слоя 𝑥 = ±𝑑, нетрудно получить

следующее дисперсионное соотношение:

− 1

𝜇
𝜂 th∓1(𝜂𝑑) = 𝜂

1

th(𝜂(𝑎− 𝑑))
, (1.25)
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где 𝜂 =
√︀
ℎ2 − 𝑘20 и 𝜂 =

√︀
ℎ2 − 𝑘20𝜀𝜇 — поперечные волновые числа в вакууме и

в среде. Знаки «минус» и «плюс» отвечают симметричным и асимметричным

модам.

Применительно к слою между параллельными границам раздела метал­

лическими стенками можно выделить четыре характерные ситуации. Они пред­

ставлены на рисунке 1.11, где изображены зависимости 𝛾(𝜔) = ℎ(𝜔)/𝑘0 от ча­

стоты у симметричных (рисунок 1.11a,b) и асимметричных (рисунок 1.11c,d)

мод, переходящих в предельном случае 𝑑/𝑎 → 0 и 𝑘𝑝𝑑 = 𝜔0

𝑐 𝑑 → ∞ соот­

ветственно в прямые (рисунок 1.11a,c) и обратные (рисунок 1.11b,d) ИПВ.

Результаты приведены для пяти различных значений параметра 𝑑
𝑎 :(︂

𝑑

𝑎

)︂
1

= 0.2,

(︂
𝑑

𝑎

)︂
2

= 0.3,

(︂
𝑑

𝑎

)︂
3

= 0.4,

(︂
𝑑

𝑎

)︂
4

= 0.5,

(︂
𝑑

𝑎

)︂
5

= 0.6.

Утолщёнными линиями на этих рисунках показаны дисперсионные зависимо­

сти 𝛾1,2(𝜔), относящиеся к ИПВ на границе раздела «метаматериал — вакуум»

(𝛾1(𝜔)) и к соответствующим модам слоя из того же метаматериала (𝛾2(𝜔)) с

толщиной 𝑘𝑝𝑑 = 0.75.

Как видно из рисунка 1.11, металлические стенки по-разному сказыва­

ются на дисперсионных характеристиках мод слоя в зависимости от наличия

(b,c,d) или отсутствия (a) областей неоднозначности у кривой 𝛾2(𝜔).

Проанализируем вначале изображённый на рисунке 1.11a случай, когда

зависимость 𝛾2(𝜔) однозначна. При 𝑎 >> 𝑑 металлические стенки слабо вли­

яют на медленные (𝛾(𝜔) > 1) моды слоя. Однако здесь имеются переносящие

конечный поток энергии быстрые волны с 𝛾(𝜔) < 1, которые соответствуют

модам обычного плоского волновода.

При увеличении отношения 𝑑/𝑎 (уменьшении размера 𝑎) интервал ча­

стот, в котором существуют распространяющиеся моды, сокращается, а их

групповая скорость уменьшается. Начиная с некоторых значений 𝑎 (завися­

щих как от толщины слоя, так и от свойств метаматериала), у зависимости

𝛾(𝜔) появляется «загиб», и становится возможным в некотором частотном ин­
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тервале распространение не только прямых, но и обратных волн, в которых

«отрицательный» поток энергии в метаматериале больше «положительного» в

вакууме. При 𝑑/𝑎 → 0 точка перехода от прямой волны к обратной смещается

на бесконечность, и прямые волны исчезают.

Основное отличие второго случая (b, с и d) на рисунке 1.11 от первого

выражается в другом механизме вытеснения прямой волны.

Если в изолированном слое уже существовала сильно замедленная об­

ратная волна (см. рисунок 1.11b,c,d), то при уменьшении расстояния 𝑎 между

металлическими стенками точка ее перехода в прямую смещается в сторону

все меньших и меньших значений 𝛾, вплоть до ноля. В результате прямые

волны («загиб» на дисперсионной кривой) исчезают.

Следует заметить, что варьируя положением металлических стенок, мож­

но реализовать интересный класс собственных мод, у которых прямые волны

быстрые, а обратные — медленные.

TM моды

Для ТМ мод слоя из метаматериала, расположенного между параллель­

ными границам раздела металлическими стенками, дисперсионное уравнение

принимает следующий вид:

− 1

𝜀
𝜂 th∓1(𝜂𝑑) = 𝜂 th(𝜂(𝑎− 𝑑)). (1.26)

В этих модах магнитное поле всюду параллельно оси 𝑦 (H = 𝐻𝑦y0) и
𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑥 (𝑥 = ±𝑎) = 0.

Аналогично тому, как это было сделано для ТЕ мод, здесь также можно

выделить четыре характерных семейства дисперсионных кривых, изображён­

ные на рисунке 1.12, для мод, отличающихся симметрией и тем, в какие ИПВ

(прямые или обратные) они трансформируются при предельном переходе к

изолированному широкому слою.
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a) b)

c) d)

Рис. 1.11. Частотные зависимости 𝛾 = ℎ/𝑘0 для ТЕ мод при пяти различных параметрах

𝑑/𝑎.

Случаи: a) симметричная мода, прямая ИПВ; b) симметричная мода, обратная ИПВ; с)

асимметричная мода, прямая ИПВ; d) асимметричная мода, обратная ИПВ.
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В первом случае (рисунок 1.12a) ТМ мода прямая на любых частотах

и при любых 𝑑/𝑎 < 1. В отличие от ТЕ моды, при уменьшении расстояния

между металлическими плоскостями вплоть до 𝑑/𝑎 = 1 дисперсионная кривая

𝛾(𝜔) сдвигается в сторону больших замедлений, и никаких областей неодно­

значности у линии 𝛾(𝜔) при этом не возникает.

В ситуациях, соответствующих рисункам 1.12b и 1.12c, при уменьшении

размера 𝑎, существующий изначально «загиб» у дисперсионных кривых «ухо­

дит» на бесконечность, в результате чего уменьшается (вплоть до полного

исчезновения) частотный интервал, в котором могут распространяться сразу

прямая и обратная волны.

В последнем случае (рисунок 1.12d) сближение металлических стенок

вызывает смещение точки, где 𝜕𝛾(𝜔)
𝜕𝜔 = ∞, у дисперсионной кривой 𝛾(𝜔) сна­

чала в сторону больших замедлений, а затем, наоборот, в область меньших

замедлений; далее эта точка переходит границу быстрых волн 𝛾 = 1, и, когда

𝑎 → 𝑑, область неоднозначности исчезает (волна становится обратной во всем

частотном интервале своего существования).

1.4.2. Слой метаматериала перпендикулярно металлическим

стенкам

Пусть теперь плоский слой метаматериала помещён между двумя беско­

нечными металлическими плоскостями 𝑦 = −𝑏 и 𝑦 = 𝑏.

Металлические стенки, перпендикулярные границам раздела, никак не

влияют на структуру и дисперсию ТЕ мод изолированного слоя, так как элек­

трическое поле этих мод направлено вдоль оси 𝑦 и, следовательно, строго

перпендикулярно поверхности металла.

Нетрудно заметить, что из ограниченных и неограниченных в простран­

стве ТМ мод изолированного слоя, распространяющихся под углом друг к

другу, можно (в полном согласии с концепцией Бриллюэна) сконструировать

собственные волны рассматриваемой системы. В таких волнах напряжённость
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a) b)

c) d)

Рис. 1.12. Частотные зависимости 𝛾 = ℎ/𝑘0 для ТM мод при пяти различных параметрах

𝑑/𝑎.

Случаи: a) симметричная мода, прямая ИПВ; b) симметричная мода, обратная ИПВ; с)

асимметричная мода, прямая ИПВ; d) асимметричная мода, обратная ИПВ.
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магнитного поля будет иметь проекции и на ось 𝑦, и на ось 𝑧; другими сло­

вами, эти волны являются не поперечными, а гибридными. Их дисперсионное

соотношение легко получается из (1.21), если в последнем сделать замену:

𝜂 → 𝜂1 =

√︂
ℎ2 − 𝑘20 +

𝜋2

4𝑏2
, 𝜂 → 𝜂1 =

√︂
ℎ2 − 𝑘20𝜀𝜇+

𝜋2

4𝑏2
. (1.27)

Следуя описанной выше классификации распространяющихся собствен­

ных мод, рассмотрим, как это было сделано в (п. 1.4.2), и для данной ситуации

четыре семейства дисперсионных кривых 𝛾(𝜔). Они приведены на рисунках

1.13a,b,c,d для пяти различных параметров 𝑑/𝑏:(︂
𝑑

𝑏

)︂
1

= 0.2,

(︂
𝑑

𝑏

)︂
2

= 0.3,

(︂
𝑑

𝑏

)︂
3

= 0.4,

(︂
𝑑

𝑏

)︂
4

= 0.5,

(︂
𝑑

𝑏

)︂
5

= 0.6.

Влияние металлических стенок на дисперсионные зависимости анализи­

руемых волн здесь во многом аналогично описанным в (п. 1.4.2) ТЕ модам

в слое между параллельными границам раздела металлическими поверхно­

стями с тем лишь отличием, что уменьшение расстояния между перпендику­

лярными стенками приводит к уменьшению замедления, а не к его росту. От­

личительной особенностью данного случая является то, что для быстрых мод

существует некое зависящее от расстояния 𝑏 критическое значение 𝛾 = 𝛾𝑐. Для

𝛾 < 𝛾𝑐 распространяющихся мод нет, но по мере сближения стенок величина

𝛾𝑐 становится равной нулю.

1.4.3. Слой метаматериала в прямоугольном металлическом

волноводе

Опираясь на вспомогательные задачи из (п. 1.4.1) и (п. 1.4.2) о модах

слоя, расположенного внутри параллельных и перпендикулярных границам

раздела металлических стенок, можно описать волны в прямоугольном волно­

воде.

Во-первых, в нем могут распространяться рассмотренные в (п. 1.4.1) ТЕ

волны. Металлизация поверхностей 𝑦 = −𝑏 и 𝑦 = 𝑏 на них никак не ска­
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a) b)

c) d)

Рис. 1.13. Частотные зависимости 𝛾 = ℎ/𝑘0 для гибридных мод при пяти различных пара­

метрах 𝑑/𝑏. Случаи: a) симметричная мода, прямая ИПВ; b) симметричная мода, обратная

ИПВ; с) асимметричная мода, прямая ИПВ; d) асимметричная мода, обратная ИПВ.
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зывается, а приводит лишь к ограничению области пространства, где есть

электромагнитное поле.

Во-вторых, с помощью суперпозиции распространяющихся под углом друг

к другу локализованных и нелокализованных в пространстве ТМ мод изоли­

рованного слоя удаётся, как и в (п. 1.4.2), удовлетворить граничным условиям

на стенках металлического волновода. Дисперсионная зависимость 𝛾(𝜔) такой

гибридной волны находится из следующего соотношения:

− 1

𝜀
𝜂1 th

∓1(𝜂1𝑑) = 𝜂1 th(𝜂1(𝑎− 𝑑)), (1.28)

где 𝜂1 и 𝜂1 определяются формулами (1.27).

На рисунках 1.14a,b,c,d показано поведение дисперсионных кривых 𝛾(𝜔)

для четырёх описанных выше характерных случаев при фиксированном от­

ношении толщины слоя 2𝑑 к расстоянию между продольными стенками 2𝑎:

𝑑/𝑎 = 1/2, и изменяющимся параметром 𝑑/𝑏 (2𝑏 — расстояние между попер­

ченными стенками).

Продольные и поперечные к границе раздела металлические стенки по­

разному влияют на рассматриваемую здесь моду волновода. Сближение про­

дольных стенок приводит к увеличению замедления, а поперечных, наоборот,

— к уменьшению; то есть имеет место своеобразная конкуренция влияния раз­

меров волновода на дисперсию распространяющейся в нем волны. Если 𝑏 > 𝑎,

то основной вклад в особенности дисперсионных свойств волноводных мод

вносят продольные стенки, и, наоборот, при 𝑏 < 𝑎 — поперечные.

Следует особо подчеркнуть, что в рассматриваемом волноводе нет кри­

тических замедлений (𝛾𝑐 = 0), как в случае слоя между перпендикулярными

границам раздела металлическими стенками (см. рисунок 1.12), что связано с

наличием в волноводе продольных стенок.
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a) b)

c) d)

Рис. 1.14. Частотные зависимости 𝛾 = ℎ/𝑘0 для гибридных мод при пяти различных па­

раметрах 𝑑/𝑏 (𝑑/𝑎 = 0.5). Случаи: a) симметричная мода, прямая ИПВ; b) симметричная

мода, обратная ИПВ; с) асимметричная мода, прямая ИПВ; d) асимметричная мода, обрат­

ная ИПВ.



55

Глава 2

Волны, поддерживаемые цепочками и плоскими

решётками из резонансных элементов.

Микроскопическое описание

В данной главе рассматриваются собственные моды одно- и двумерных

систем из резонансных элементов: цепочка и плоскость.

Предложен новый метод расчёта дисперсионных свойств подобных струк­

тур, который позволяет найти аналитическое решение в случае сложного элек­

тромагнитного окружения.

В качестве примеров, показывающих эффективность предложенного ме­

тода расчёта дисперсионных характеристик, приведены способы расчёта для

цепочек из резонансных элементов в круглых металлическом и диэлектриче­

ском волноводах.

Показаны важные особенности влияния волноводов на дисперсионные

свойства цепочек: эффект просветления круглого закритического металличе­

ского волновода и расщепление распространяющейся волны диэлектрическо­

го волновода. Показана большая чувствительность скорости распространения

моды системы к изменению параметров цепочки.

Проведено обобщение метода разложения по гармоникам тока на двумер­

ный случай: прямоугольная решётка из продольных диполей.

Изложение основано на работах [107,111,112,118–120].
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2.1. Собственные моды цепочки из резонансных

элементов

Рассмотрим бесконечную цепочку резонансных элементов с периодом 𝑑,

дипольные моменты1 которых ориентированы вдоль оси 𝑧 (см. рисунок 2.1).

Дипольный момент отдельного элемента определяется выражением:

Для электрических диполей: p𝑛 = 𝛼𝐸(𝜔) · E𝑛,

Для магнитных диполей: m𝑛 = 𝛼𝐻(𝜔) · H𝑛. (2.1)

Здесь 𝑛 — порядковый номер диполя, 𝛼𝐸(𝜔) и 𝛼𝐻(𝜔) — электрическая и маг­

нитная поляризуемости, E𝑛(Н𝑛) — напряжённость электрического (магнитно­

го) поля, создаваемого всей системой, в точке расположения диполя с номе­

ром 𝑛.

Пусть поляризуемость 𝛼(𝜔) имеет характерную для большинства базо­

вых резонансных элементов зависимость от частоты 𝜔 вида:

𝛼(𝜔) =
𝐴𝜔2

𝜔2
𝑝 − 𝜔2 + 𝑖𝜔Γ

. (2.2)

С учётом (2.1), суммарную поляризуемость рассматриваемой цепочки

можно записать:

⎡⎣ PΣ

MΣ

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝛼𝐸(𝜔)

𝛼𝐻(𝜔)

⎤⎦ +∞∑︁
𝑛=−∞

⎡⎣ E𝑛

H𝑛

⎤⎦ 𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)𝛿(𝑧 − 𝑛𝑑). (2.3)

Здесь и далее надстрочные символы в квадратных скобках соответству­

ют системе из электрических диполей, подстрочные — системе из магнитных

диполей.

1 электрические или магнитные.
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Рис. 2.1. Продольная цепочка из резонансных элементов.

Будем интересоваться поддерживаемыми цепочкой собственными волна­

ми, для которых:

⎡⎣ E𝑛

H𝑛

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝐸0

𝐻0

⎤⎦ 𝑒−𝑖ℎ𝑑𝑛 · z0, (2.4)

где 𝐸0 (𝐻0) — проекция на ось 𝑧 напряжённости электрического (магнитно­

го) поля в точке расположения диполя, от которого отсчитывается положение

других, z0 — единичный вектор вдоль оси 𝑧, коэффициент ℎ — постоянная

распространения волны, вообще говоря, неизвестная и требующая определе­

ния.

Одним из простых способов нахождения постоянной распространения ℎ

является метод прямого суммирования полей всех диполей системы [81,83–86].

Применяя его к системе в однородной изотропной среде с электрической и

магнитной проницаемостями 𝜀 и 𝜇, можно получить хорошо известное диспер­

сионное уравнение вида:

⎡⎣ 𝜀𝑑3

𝛼𝐸(𝜔)

𝜇𝑑3

𝛼𝐻(𝜔)

⎤⎦ = 2
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

(︂
1

|𝑛|3
+

𝑖𝑘𝑑

𝑛2

)︂
· 𝑒−𝑖𝑘𝑑|𝑛| · 𝑒−𝑖ℎ𝑑𝑛, (2.5)

где 𝑘 = 𝜔
𝑐

√
𝜀𝜇 — волновое число в пространстве окружающим цепочку.

Однако прямое суммирование значительно труднее использовать для слож­

ных пространственно неоднородных систем, например, цепочки из кольцевых

щелевых резонаторов (SRR) в прямоугольном волноводе [88], для которой за­

дача о собственных волнах сводится к трёхмерной дипольной решётке, что
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сильно усложняет расчёты [87].

В данном разделе предлагается способ расчёта дисперсионных характе­

ристик, который особенно эффективен в случае цилиндрической симметрии

окружения, в частности, для цепочек в круглом металлическом или диэлек­

трическом волноводах.

Основываясь на выражениях для суммарной поляризуемости системы (2.3),

с учётом (2.4) запишем выражение для плотности тока цепочки в виде:⎡⎣ j𝐸

j𝐻

⎤⎦ = 𝑖𝜔

⎡⎣ PΣ

MΣ

⎤⎦ = 𝑖𝜔

⎡⎣ 𝛼𝐸(𝜔)𝐸0

𝛼𝐻(𝜔)𝐻0

⎤⎦ +∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒−𝑖ℎ𝑑𝑛𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)𝛿(𝑧−𝑛𝑑)z0. (2.6)

Используя формулу Пуассона [140] для суммирования рядов, получаем:⎡⎣ j𝐸

j𝐻

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝐼𝐸(𝑧)

𝐼𝐻(𝑧)

⎤⎦ 𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)z0, (2.7)

где распределение линейного тока 𝐼(𝑧) задаётся выражением:⎡⎣ 𝐼𝐸(𝑧)

𝐼𝐻(𝑧)

⎤⎦ =
𝑖𝜔

𝑑

⎡⎣ 𝛼𝐸(𝜔)𝐸0

𝛼𝐻(𝜔)𝐻0

⎤⎦ +∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒−𝑖(ℎ+ 2𝜋
𝑑 𝑛)𝑧. (2.8)

Таким образом, поляризуемость цепочки с помощью соотношений (2.7) и (2.8)

выражается через сумму пространственных гармоник линейного электриче­

ского 𝐼𝐸(𝑧) (магнитного 𝐼𝐻(𝑧)) тока с постоянными распространения ℎ± 2𝜋
𝑑 𝑛.

Найдём выражения для полей, создаваемых бегущим вдоль оси 𝑧 элек­

трическим током I𝑎 вида:

I𝑎 = 𝑎 · 𝑒−𝑖𝜉𝑧z0. (2.9)

В общем случае, для произвольных значений 𝜉, поле, создаваемое (2.9), имеет

вид:

𝐸𝑧(𝑟, 𝑧) = −𝜋𝑎

𝑐

κ2

𝑘0𝜀
ℋ(2)

0 (κ𝑟)𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐸𝑟(𝑟, 𝑧) = −𝑖
𝜋𝑎

𝑐

κ𝜉
𝑘0𝜀

ℋ(2)
1 (κ𝑟)𝑒−𝑖𝜉𝑧, (2.10)

𝐻𝜙(𝑟, 𝑧) = −𝑖
𝜋𝑎

𝑐
κℋ(2)

1 (κ𝑟)𝑒−𝑖𝜉𝑧,
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где ℋ(2)
𝑛 — функция Ханкеля 2-го рода 𝑛 - го порядка, 𝑘0 = 𝜔

𝑐 — волновое число

в вакууме, κ =
√︀
𝑘20𝜀𝜇− 𝜉2 — поперечное волновое число. В случае 𝜉 >

√︀
𝑘20𝜀𝜇

реализуется медленная волна, и компоненты поля удобно записать в виде:

𝐸𝑧(𝑟, 𝑧) = −𝑖
2𝑎

𝑐

κ̃2

𝑘0𝜀
𝒦0(κ̃𝑟)𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐸𝑟(𝑟, 𝑧) =
2𝑎

𝑐

κ̃𝜉
𝑘0𝜀

𝒦1(κ̃𝑟)𝑒−𝑖𝜉𝑧, (2.11)

𝐻𝜙(𝑟, 𝑧) =
2𝑎

𝑐
κ̃𝒦1(κ̃𝑟)𝑒−𝑖𝜉𝑧,

где 𝒦𝑛 — модифицированная функция Бесселя 𝑛 - го порядка, κ̃ =
√︀
𝜉2 − 𝑘20𝜀𝜇

— фактор, характеризующий «прижатость» поля к оси 𝑧.

Отметим, что для любых значений 𝜉 имеет место равенство κ̃ = 𝑖κ, и

выражения (2.11) формально могут быть получены из (2.10).

Выражения для полей, создаваемых магнитным током, можно получить

из (2.11) по принципу перестановочной двойственности.

Возвращаясь к основной задаче, используя выражения для полей (2.11),

создаваемых отдельными гармониками (2.8), запишем выражения для 𝑧-проекции

поля всей системы в месте расположения выборочного диполя (для определён­

ности в точке 𝑧 = 0):⎡⎣𝐸Σ
𝑧 (𝑟)

𝐻Σ
𝑧 (𝑟)

⎤⎦=−2

𝑑

⎡⎣ 𝛼𝐸(𝜔)𝐸0

𝜀

𝛼𝐻(𝜔)𝐻0

𝜇

⎤⎦ +∞∑︁
𝑛=−∞

(︂
(ℎ+

2𝜋

𝑑
𝑛)2−𝑘20𝜀𝜇

)︂
𝒦0

(︃
𝑟

√︂
(ℎ+

2𝜋

𝑑
𝑛)2−𝑘20𝜀𝜇

)︃
.

(2.12)

В формуле (2.12) учтены вклады всех, в том числе и выборочного, диполей.

Для определения 𝐸0 (𝐻0) необходимо из (2.12) вычесть поле диполя в точ­

ке (𝑟 = 0, 𝑧 = 0):⎡⎣ 𝐸0

𝐻0

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝐸Σ
𝑧 (𝑟 = 0, 𝑧 = 0)

𝐻Σ
𝑧 (𝑟 = 0, 𝑧 = 0)

⎤⎦−

⎡⎣ 𝐸dipole
𝑧 (𝑟 = 0, 𝑧 = 0)

𝐻dipole
𝑧 (𝑟 = 0, 𝑧 = 0)

⎤⎦ . (2.13)

Важно отметить, что оба слагаемых в правой части (2.13) в точке (𝑟 = 0,

𝑧 = 0) равны бесконечности, поэтому вычитать поля следует в некоторой,



60

близкой, но не равной нулю (𝑟 = 𝑟0 → 0, 𝑧 = 𝑧0 → 0) точке. При этом,

координату 𝑧 для упрощения расчётов можно положить равной нулю. Тогда

выражение (2.13) запишется в виде:⎡⎣ 𝐸0

𝐻0

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝐸Σ
𝑧 (𝑟 = 𝑟0, 𝑧 = 0)

𝐻Σ
𝑧 (𝑟 = 𝑟0, 𝑧 = 0)

⎤⎦−

⎡⎣ 𝐸dipole
𝑧 (𝑟 = 𝑟0, 𝑧 = 0)

𝐻dipole
𝑧 (𝑟 = 𝑟0, 𝑧 = 0)

⎤⎦ . (2.14)

Используя (2.12) и подставляя поле диполя в (2.14), запишем дисперсионное

уравнение для цепочки в виде:⎡⎣ 𝜀𝑑3

𝛼𝐸(𝜔)

𝜇𝑑3

𝛼𝐻(𝜔)

⎤⎦=−2𝑑2
+∞∑︁

𝑛=−∞

(︂
(ℎ+

2𝜋

𝑑
𝑛)2 − 𝑘20𝜀𝜇

)︂
𝒦0

(︃
𝑟0

√︂
(ℎ+

2𝜋

𝑑
𝑛)2 − 𝑘20𝜀𝜇

)︃
−

−
(︂
𝑘20𝑑

2𝜀𝜇

𝑟0/𝑑
−

𝑖𝑘0𝑑
√
𝜀𝜇

𝑟20/𝑑
3

− 1

𝑟30/𝑑
3

)︂
𝑒−𝑖𝑘0𝑑

√
𝜀𝜇(𝑟0/𝑑). (2.15)

Суммировать бесконечное количество гармоник нет необходимости. Для

решения, сравнимого по точности с (2.5), достаточно выполнить условие:

𝜆𝑛 =
2𝑑

1 + 2𝑛
>

𝑟0
3
. (2.16)

Таким образом, имеется связь между значением 𝑟0 и количеством суммируе­

мых гармоник 𝑛0 (𝑛0 ≫ 1):

𝑟0 =
6𝑑

1 + 2𝑛0
≈ 3𝑑

𝑛0
. (2.17)

Отношение 𝑟0
𝑑 определяет точность расчётов. При значении 𝑟0

𝑑 = 0.03 дости­

гается оптимум, максимальная ошибка ∼ 3%, количество суммируемых гар­

моник: 𝑛0 = 100. Затрачиваемые машинные ресурсы при этом сравнимы с

решением задачи определения дисперсионных свойств цепочки диполей пря­

мым суммированием полей (2.5).

На рисунке 2.2 приведены дисперсионные характеристики (зависимость

𝛾 = ℎ/𝑘0 от нормированной частоты 𝜔/𝜔𝑝) продольной цепочки из электриче­

ских (a) и магнитных (b) диполей, полученные методом разложения по гармо­

никам непрерывного тока (показано точками) и, для сравнения, путём прямого
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a) b)

Рис. 2.2. Дисперсионные характеристики продольной цепочки из электрических (а) и маг­

нитных (b) диполей. Точками показано решение, полученное методом разложения по гар­

моникам, линиями - решение путём прямого суммирования полей диполей.

суммирования полей диполей (линии) для различных значений диэлектриче­

ской проницаемости окружения 𝜀 при следующих параметрах:

𝛼𝐸(𝜔) = 𝛼𝐻(𝜔) = 𝐴
𝜔2

𝜔2
𝑝 − 𝜔2

, 𝐴 =
𝑑3

64
, 𝑘𝑝𝑑 =

𝜔𝑝

𝑐
𝑑 = 1, 𝜇 = 1. (2.18)

Как видно из рисунка 2.2, решение, полученное предложенным методом

разложения по гармоникам тока, полностью совпадает с решением задачи пря­

мым суммированием полей диполей.

2.2. Цепочка из резонансных элементов в круглом

металлическом волноводе

Рассмотрим следующую систему: продольная цепочка диполей в круглом

металлическом волноводе радиуса 𝑅 (см. рисунок 2.3).

Аналогично разделу 2.1, запишем выражение для некого фиктивного то­

ка, направленного и бегущего вдоль оси 𝑧:⎡⎣ 𝐼WG
𝐸 (𝑧)

𝐼WG
𝐻 (𝑧)

⎤⎦ = 𝑖
𝜔

𝑑

⎡⎣ 𝛼𝐸(𝜔)𝐸WG
0

𝛼𝐻(𝜔)𝐻WG
0

⎤⎦ +∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒−𝑖(ℎ+ 2𝜋
𝑑 𝑛)𝑧. (2.19)
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Рис. 2.3. Продольная цепочка диполей в круглом металлическом волноводе.

Но теперь структуры электромагнитных полей отдельных гармоник (2.19) бу­

дут существенно зависеть от размеров волновода. Компоненты полей, создава­

емые электрическим током I𝑒𝑎 = 𝑎·𝑒−𝑖𝜉𝑧z0 в круглом металлическом волноводе,

удовлетворяющие соответствующим граничным условиям, имеют вид:

𝐸𝑧(𝑟, 𝑧) = −𝑖
2𝑎

𝑐

κ̃2

𝑘0𝜀

(︂
𝒦0(κ̃𝑟)−

𝒦0(κ̃𝑅)

ℐ0(κ̃𝑅)
ℐ0(κ̃𝑟)

)︂
𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐸𝑟(𝑟, 𝑧) =
2𝑎

𝑐

κ̃𝜉
𝑘0𝜀

(︂
𝒦1(κ̃𝑟) +

𝒦0(κ̃𝑅)

ℐ0(κ̃𝑅)
ℐ1(κ̃𝑟)

)︂
𝑒−𝑖𝜉𝑧, (2.20)

𝐻𝜙(𝑟, 𝑧) =
2𝑎

𝑐
κ̃
(︂
𝒦1(κ̃𝑟) +

𝒦0(κ̃𝑅)

ℐ0(κ̃𝑅)
ℐ1(κ̃𝑟)

)︂
𝑒−𝑖𝜉𝑧,

где 𝒦𝑛, ℐ𝑛 — модифицированные функции Бесселя 𝑛-го порядка, κ̃ =
√︀
𝜉2 − 𝑘20𝜀𝜇.

Поля, создаваемые магнитным током I𝑚𝑎 = 𝑎 · 𝑒−𝑖𝜉𝑧z0, определяются сле­

дующими выражениями:

𝐻𝑧(𝑟, 𝑧) = −𝑖
2𝑎

𝑐

κ̃2

𝑘0𝜇

(︂
𝒦0(κ̃𝑟) +

𝒦1(κ̃𝑅)

ℐ1(κ̃𝑅)
ℐ0(κ̃𝑟)

)︂
𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐻𝑟(𝑟, 𝑧) =
2𝑎

𝑐

κ̃𝜉
𝑘0𝜇

(︂
𝒦1(κ̃𝑟)−

𝒦1(κ̃𝑅)

ℐ1(κ̃𝑅)
ℐ1(κ̃𝑟)

)︂
𝑒−𝑖𝜉𝑧, (2.21)

𝐸𝜙(𝑟, 𝑧) = −2𝑎

𝑐
κ̃
(︂
𝒦1(κ̃𝑟)−

𝒦1(κ̃𝑅)

ℐ1(κ̃𝑅)
ℐ1(κ̃𝑟)

)︂
𝑒−𝑖𝜉𝑧.

Может показаться, что (2.20) и (2.21) справедливы только для случая,

когда κ̃ чисто действительная величина (для медленных мод), однако это не
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так. При переходе κ̃ в чисто мнимую область модифицированная функция

Бесселя 𝒦𝑛 перейдёт в функцию Ханкеля второго рода ℋ(2)
𝑛 , а функция ℐ𝑛

перейдёт в функцию Бесселя 𝒥𝑛. Функции ℋ(2)
𝑛 и 𝒥𝑛, не являясь ортогональ­

ными, составляют линейно независимую пару, т.е. любое решение может быть

выражено через их линейную комбинацию. Важно заметить, что если задачу

для быстрых волн решать заново, и в качестве ортогональной системы вы­

брать функции Бесселя 𝒥𝑛 и 𝒴𝑛, то полученное решение полностью совпадёт

с решениями (2.20) и (2.21) с учётом мнимости κ̃.

Действуя аналогично предыдущему разделу, получим выражение для по­

ля, действующего на выборочный диполь в круглом металлическом волноводе:⎡⎣ 𝐸WG
0

𝐻𝑊𝐺
0

⎤⎦ = −2

𝑑

⎡⎣ 𝛼𝐸(𝜔)
𝜀 𝐸WG

0

𝛼𝐻(𝜔)
𝜇 𝐻WG

0

⎤⎦ +∞∑︁
𝑛=−∞

κ̃2

⎡⎣ 𝒦0(κ̃𝑟0)− 𝒦0(κ̃𝑅)
ℐ0(κ̃𝑅)ℐ0(κ̃𝑟0)

𝒦0(κ̃𝑟0) + 𝒦1(κ̃𝑅)
ℐ1(κ̃𝑅)ℐ0(κ̃𝑟0)

⎤⎦−

−

⎡⎣ 𝐸dipoleWG
𝑧 (𝑟 = 𝑟0, 𝑧 = 0)

𝐻dipoleWG
𝑧 (𝑟 = 𝑟0, 𝑧 = 0)

⎤⎦ , κ̃ =

√︂
(ℎ+

2𝜋

𝑑
𝑛)2 − 𝑘20𝜀𝜇, (2.22)

где 𝐸dipoleWG
𝑧 (𝐻dipoleWG

𝑧 ) — поле одиночного диполя в волноводе, которое, во­

обще говоря, не совпадает с полем диполя в свободном пространстве.

Для нахождения 𝐸dipoleWG
𝑧 (𝐻dipoleWG

𝑧 ) воспользуемся найденными компо­

нентами (2.20) и (2.21) и, разлагая 𝛿 — функцию, характеризующую одиноч­

ный диполь, в интеграл Фурье, получаем:⎡⎣𝐸dipoleWG
𝑧 (𝑟0, 0)

𝐻dipoleWG
𝑧 (𝑟0, 0)

⎤⎦=−1

𝜋

⎡⎣ 𝛼𝐸(𝜔)
𝜀

𝛼𝐻(𝜔)
𝜇

⎤⎦+∞∫
−∞

𝜂2

⎡⎣𝒦0(𝜂𝑟0)− 𝒦0(𝜂𝑅)
ℐ0(𝜂𝑅)ℐ0(𝜂𝑟0)

𝒦0(𝜂𝑟0) +
𝒦1(𝜂𝑅)
ℐ1(𝜂𝑅)ℐ0(𝜂𝑟0)

⎤⎦𝑑𝜉, (2.23)

где 𝜂 =
√︀

𝜉2 − 𝑘20𝜀𝜇. В итоге, подставляя выражение (2.23) в (2.22), имеем

дисперсионное уравнение для цепочки диполей в круглом металлическом вол­
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новоде в виде:⎡⎣ 𝜀𝑑3

𝛼𝐸(𝜔)

𝜇𝑑3

𝛼𝐻(𝜔)

⎤⎦ = −2𝑑2
+∞∑︁

𝑛=−∞
κ̃2

⎡⎣ 𝒦0(κ̃𝑟0)− 𝒦0(κ̃𝑅)
ℐ0(κ̃𝑅)ℐ0(κ̃𝑟0)

𝒦0(κ̃𝑟0) + 𝒦1(κ̃𝑅)
ℐ1(κ̃𝑅)ℐ0(κ̃𝑟0)

⎤⎦+ (2.24)

+
𝑑3

𝜋

+∞∫
−∞

𝜂2

⎡⎣ 𝒦0(𝜂𝑟0)− 𝒦0(𝜂𝑅)
ℐ0(𝜂𝑅)ℐ0(𝜂𝑟0)

𝒦0(𝜂𝑟0) +
𝒦1(𝜂𝑅)
ℐ1(𝜂𝑅)ℐ0(𝜂𝑟0)

⎤⎦ 𝑑𝜉,

где κ̃ =
√︁
(ℎ+ 2𝜋

𝑑 𝑛)
2 − 𝑘20𝜀𝜇 и 𝜂 =

√︀
𝜉2 − 𝑘20𝜀𝜇.

Критерии выбора радиуса вычитания 𝑟0 остаются прежними и не зависят

от радиуса волновода 𝑅 в условиях применимости основной задачи.

Следует обратить внимание на следующий факт: формула (2.23) явля­

ется точным выражением для поля диполя в металлическом волноводе, и в

принципе, для нахождения дисперсионной характеристики можно воспользо­

ваться методикой прямого суммирования полей, аналогичной той, которая ис­

пользуется для получения (2.5). Но для расчёта поля только одного диполя

в волноводе требуются вычислительные ресурсы на порядок больше, чем для

определения поля всей системы диполей методом разложения по гармоникам.

При решении дисперсионного уравнения (2.24) 10 % машинного времени тра­

тится на вычисление первого слагаемого (поля всей системы) и 90 % — на

вычисление второго слагаемого (поля одиночного диполя в волноводе).

На рисунке 2.4 показана дисперсионная характеристика цепочки резо­

наторов в круглом металлическом волноводе при различных нормированных

радиусах волновода 𝜔𝑝

𝑐 𝑅:(︁𝜔𝑝

𝑐
𝑅
)︁
1
= 1.4,

(︁𝜔𝑝

𝑐
𝑅
)︁
2
= 1,

(︁𝜔𝑝

𝑐
𝑅
)︁
3
= 0.6. (2.25)

Параметры цепочки аналогичны предыдущему разделу 2.1 (см. (2.18)). Ди­

электрическая 𝜀 и магнитная 𝜇 проницаемости равны единице.

Рисунок 2.4 приведён для закритических значений радиуса волновода 𝑅.

Первая (основная) волноводная мода будет распространяющейся при 𝜔 > 𝜔𝑝,

начиная со значений радиуса волновода 𝜔𝑝

𝑐 𝑅 = 1.84 и выше.
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Отметим, что аналогично цепочке в прямоугольном металлическом вол­

новоде [87,88,107] наблюдается «просветление» закритического волновода. По­

добный эффект может быть использован для миниатюризации волноводных

систем.

Как видно из рисунка 2.4, для моды цепочки из электрических диполей,

при радиусе волновода 𝑅 больше периода цепочки 𝑑 (случай 1 на рисунке),

наблюдается расширение частотного интервала моды в области быстрых волн

(𝛾 < 1). В случае магнитных диполей волновод напротив уменьшает интервал

существования волн. В области медленных волн (𝛾 > 1) влияние волновода за­

метно меньше, и кривая 𝛾(𝜔) практически полностью повторяет моду цепочки

в свободном пространстве.

При радиусе волновода 𝑅 меньше периода цепочки 𝑑 (случай 3 на рисун­

ке 2.4) волновод значительно влияет как на быстрые, так и на медленные вол­

ны, приводя к существенному уменьшению частотного интервала существова­

ния мод. В пределе 𝑅 → 0, ограниченном дипольным приближением (диаметр

волновода не может быть меньше линейных размеров элемента), зависимости

𝛾(𝜔) вырождаются в прямую 𝜔 = const.

2.3. Цепочка из резонансных элементов в круглом

диэлектрическом волноводе

Другим примером, показывающим эффективность предложенного мето­

да расчёта дисперсионных характеристик, является цепочка из резонансных

элементов в круглом диэлектрическом волноводе (оптическом волокне). В дан­

ном случае условия для полей на границе диэлектрического цилиндра не за­

висят от типа элементов, поэтому рассмотрим только систему электрических

диполей2.
2 Для магнитных диполей решение может быть получено по принципу перестановочной двойствен­

ности.
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Рис. 2.4. Дисперсионные характеристики продольной цепочки из электрических (а) и маг­

нитных (b) диполей в круглом металлическом волноводе. Тонкой красной линией показана

мода цепочки в свободном пространстве.

Аналогично предыдущим разделам запишем компоненты полей, созда­

ваемые неким фиктивным электрическим током I𝑒𝑎 = 𝑎 · 𝑒−𝑖𝜉𝑧z0 в круглом

цилиндре радиуса 𝑅 с диэлектрической проницаемостью 𝜀 (𝜇 = 1) и вне его:

𝑟 < 𝑅

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸𝑧(𝑟, 𝑧) =

2𝑎
𝑐

κ̃2

𝑖𝑘0𝜀
(𝒦0(κ̃𝑟) +𝐵ℐ0(κ̃𝑟)) 𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐸𝑟(𝑟, 𝑧) =
2𝑎
𝑐

κ̃𝜉
𝑘0𝜀

(𝒦1(κ̃𝑟)−𝐵ℐ1(κ̃𝑟)) 𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐻𝜙(𝑟, 𝑧) =
2𝑎
𝑐 κ̃ (𝒦1(κ̃𝑟)−𝐵ℐ1(κ̃𝑟)) 𝑒−𝑖𝜉𝑧,

κ̃2 = 𝜉2 − 𝜔2

𝑐2
𝜀,

𝑟 > 𝑅

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸𝑧(𝑟, 𝑧) =

κ2

𝑖𝑘0
𝐶𝒦0(κ𝑟)𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐸𝑟(𝑟, 𝑧) =
κ𝜉
𝑘0
𝐶𝒦1(κ𝑟)𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐻𝜙(𝑟, 𝑧) = κ𝐶𝒦1(κ𝑟)𝑒−𝑖𝜉𝑧,

κ2 = 𝜉2 − 𝜔2

𝑐2
. (2.26)

Коэффициенты 𝐵 и 𝐶 находятся из граничных условий непрерывности

𝐸𝑧(𝑟, 𝑧) и 𝐻𝜙(𝑟, 𝑧) на границе раздела 𝑟 = 𝑅:

𝐵 =
𝜀κ𝒦0(κ𝑅)𝒦1(κ̃𝑅) + κ̃𝒦1(κ𝑅)𝒦0(κ̃𝑅)

𝜀κ𝒦0(κ𝑅)ℐ1(κ̃𝑅)− κ̃𝒦1(κ𝑅)ℐ0(κ̃𝑅)
,

𝐶 = −2𝑎κ̃2

𝑐κ
· ℐ0(κ̃𝑅)𝒦1(κ̃𝑅) + ℐ1(κ̃𝑅)𝒦0(κ̃𝑅)

𝜀κ𝒦0(κ𝑅)ℐ1(κ̃𝑅)− κ̃𝒦1(κ𝑅)ℐ0(κ̃𝑅)
.

(2.27)
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В выражениях (2.27) равенство нулю знаменателя соответствует собствен­

ным модам диэлектрического цилиндра. Действуя полностью аналогично преды­

дущему разделу, в итоге получаем дисперсионное уравнение для продольной

цепочки диполей в диэлектрическом волноводе в следующем виде:

𝜀𝑑3

𝛼𝐸(𝜔)
=−2𝑑2

+∞∑︁
𝑛=−∞

κ̃2(𝒦0(κ̃𝑟0)+𝐵ℐ0(κ̃𝑟0))+
𝑑3

𝜋

+∞∫
−∞

𝜂2(𝒦0(𝜂𝑟0)+𝐵ℐ0(𝜂𝑟0))𝑑𝜉,(2.28)

где κ̃ =
√︁
(ℎ+ 2𝜋

𝑑 𝑛)
2 − 𝑘20𝜀 и 𝜂 =

√︀
𝜉2 − 𝑘20𝜀.

На рисунке 2.5 приведена дисперсионная характеристика цепочки резо­

наторов в круглом металлическом волноводе при следующих параметрах:

𝜀 = 2.25,
𝜔𝑝

𝑐
𝑅 = 1. (2.29)

Значения остальных параметров совпадают с (2.18). Как видно из рисун­

ка 2.5, в результате взаимодействия цепочки с собственной модой волновода

происходит расщепление распространяющейся волны в узком частотном ин­

тервале на две: первая (с бо́льшими значениям 𝛾) — волноводная мода, пере­

ходящая в моду цепочки, вторая (с меньшими значениями 𝛾) — наоборот.

Следует отметить достаточно большую чувствительность скорости рас­

пространения моды системы к изменению частоты 𝜔 (или, при фиксированной

частоте, к изменению периода цепочки3) по сравнению с обычной модой ди­

электрического цилиндра (оптоволокна). Подобный эффект может использо­

ваться для создания различного рода датчиков (удара, движения), в которых

незначительное изменение масштаба (периода цепочки) приводит к заметному

изменению характеристик распространяющихся волн.

2.4. Двумерная решётка из резонансных элементов

Обобщим метод разложения по гармоникам тока на двумерный случай.

Рассмотрим собственные моды прямоугольной решётки из продольных элек­
3 Строго говоря, дисперсионные характеристики приведены в зависимости от 𝑘𝑑, при 𝑘𝑝𝑑 = 1.



68

ω/ω
p

γ
=

h
/k

0

0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Рис. 2.5. Дисперсионная характеристика продольной цепочки из электрических диполей

в круглом диэлектрическом цилиндре. Тонкой красной линией показана мода цепочки в

свободном пространстве, пунктиром - симметричная ТЕ мода диэлектрического волновода.

трических диполей (см. рисунок 2.6).

Будем интересоваться собственными модами подобной системы, распро­

страняющимися вдоль оси 𝑧, тогда поле, действующее на диполь с координа­

тами (𝑥 = 𝑚𝑑, 𝑦 = 0, 𝑧 = 𝑛𝑑), можно записать в виде:

E𝑚,𝑛 = 𝐸0𝑒
−𝑖ℎ𝑑𝑛 · z0, (2.30)

где 𝐸0 - проекция на ось 𝑧 напряжённости электрического поля в начале ко­

ординат.
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Рис. 2.6. Прямоугольная решётка из продольных диполей.

Здесь также можно воспользоваться методом прямого суммирования по­

лей и получить дисперсионное уравнение вида:

𝜀𝑑3

𝛼(𝜔)
=

+∞∑︁
𝑛,𝑚=−∞
𝑛=𝑚 ̸=0

(︂
𝑛2(𝑘𝑑)2

(𝑛2+𝑚2)3/2
+
2𝑚2−𝑛2

𝑛2+𝑚2

(︂
𝑖𝑘𝑑

𝑛2+𝑚2
+

1

(𝑛2+𝑚2)3/2

)︂)︂
𝑒−𝑖(𝑘𝑑

√
𝑛2+𝑚2+ℎ𝑑𝑛).

(2.31)

Отметим, что суммирование полей в двумерном случае является ещё бо­

лее трудоёмкой задачей, чем в одномерном случае, поскольку ряд в (2.31)

является медленно сходящимся4. Для решения этой проблемы применяются

различные методики ускорения сходимости [85].

Воспользуемся методом разложения по гармоникам, запишем выражение

для плотности тока решётки в виде:

j𝐸 = 𝑖𝜔𝛼𝐸(𝜔)𝐸0

+∞∑︁
𝑛=−∞

+∞∑︁
𝑚=−∞

𝑒−𝑖ℎ𝑑𝑛𝛿(𝑥−𝑚𝑑)𝛿(𝑦)𝛿(𝑧 − 𝑛𝑑)z0. (2.32)

4 при ℎ = 0 ряд расходится.
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После применения к (2.32) формулы Пуассона [140] для двумерных рядов

имеем:

j𝐸 =
𝑖𝜔

𝑑2
𝛼𝐸(𝜔)𝐸0

+∞∑︁
𝑛=−∞

+∞∑︁
𝑚=−∞

𝑒−𝑖(ℎ+ 2𝜋
𝑑 𝑛)𝑧−𝑖 2𝜋𝑑 𝑚𝑥𝛿(𝑦)z0. (2.33)

Запишем компоненты полей, создаваемые током I𝑒𝑎 = 𝑎 · 𝑒−𝑖𝜂𝑥𝑒−𝑖𝜉𝑧 · z0, бе­

гущим вдоль плоскости 𝑦 = 0 в окружающем пространстве с диэлектрической

и магнитной проницаемостями 𝜀 и 𝜇:

𝐸𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑖
2𝜋𝑎

𝑘0𝜀𝑐
· 𝜂𝜉
κ

· 𝑒−κ𝑦𝑒−𝑖𝜂𝑥𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐸𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 2𝜋𝑎

𝑘0𝜀𝑐
· 𝜉 · 𝑒−κ𝑦 · 𝑒−𝑖𝜂𝑥𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑖
2𝜋𝑎

𝑘0𝜀𝑐
· κ

2 − 𝜂2

κ
· 𝑒−κ𝑦𝑒−𝑖𝜂𝑥𝑒−𝑖𝜉𝑧, (2.34)

𝐻𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2𝜋𝑎

𝑐
· 𝑒−κ𝑦𝑒−𝑖𝜂𝑥𝑒−𝑖𝜉𝑧,

𝐻𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2𝜋𝑎

𝑐
· 𝜂
κ

· 𝑒−κ𝑦𝑒−𝑖𝜂𝑥𝑒−𝑖𝜉𝑧,

κ2 = 𝜉2 + 𝜂2 − 𝑘20𝜀𝜇.

Выражение для 𝑧-проекции электрического поля всей системы в точке

(𝑥 = 0, 𝑦 = 𝑟0, 𝑧 = 0) имеет вид:

𝐸Σ
𝑧 (𝑟0)=

2𝜋

𝜀𝑑3
𝛼𝐸(𝜔)𝐸0

+∞∑︁
𝑛=−∞

+∞∑︁
𝑚=−∞

(ℎ𝑑+2𝜋𝑛)2−𝑘20𝑑
2𝜀𝜇√︀

(ℎ𝑑+2𝜋𝑛)2+(2𝜋𝑚)2−𝑘20𝑑
2𝜀𝜇

𝑒−κ𝑟0,

κ2 = (ℎ+
2𝜋

𝑑
𝑛)2 + (

2𝜋

𝑑
𝑚)2 − 𝑘20𝜀𝜇. (2.35)

В итоге, аналогично одномерному случаю (2.15), вычитая поле одиночно­

го диполя, получаем дисперсионное уравнение для мод прямоугольной решёт­

ки из продольных диполей:

𝜀𝑑3

𝛼𝐸(𝜔)
= 2𝜋

+∞∑︁
𝑛=−∞

+∞∑︁
𝑚=−∞

(ℎ𝑑+ 2𝜋𝑛)2 − 𝑘20𝑑
2𝜀𝜇√︀

(ℎ𝑑+ 2𝜋𝑛)2 + (2𝜋𝑚)2 − 𝑘20𝑑
2𝜀𝜇

𝑒−κ𝑟0 −

−
(︂
𝑘20𝑑

2𝜀𝜇

𝑟0/𝑑
−

𝑖𝑘0𝑑
√
𝜀𝜇

𝑟20/𝑑
3

− 1

𝑟30/𝑑
3

)︂
𝑒−𝑖𝑘0𝑑

√
𝜀𝜇(𝑟0/𝑑). (2.36)
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Рис. 2.7. Дисперсионная характеристика решётки из продольных электрических диполей.

Точками показано решение, полученное методом разложения по гармоникам, линией —

решение прямым суммированием полей диполей.

Отметим, что поле выборочного диполя также можно представить через

гармоники тока интегралом Фурье, и тогда выражение (2.36) имеет вид:

𝜀𝑑3

𝛼𝐸(𝜔)
= 2𝜋

+∞∑︁
𝑛=−∞

+∞∑︁
𝑚=−∞

(ℎ𝑑+ 2𝜋𝑛)2 − 𝑘20𝑑
2𝜀𝜇√︀

(ℎ𝑑+ 2𝜋𝑛)2 + (2𝜋𝑚)2 − 𝑘20𝑑
2𝜀𝜇

𝑒−κ𝑟0 −

− 𝑑3

2𝜋

+∞∫∫
−∞

𝜉2 − 𝑘20𝑑
2𝜀𝜇√︀

𝜉2 + 𝜂2 − 𝑘20𝑑
2𝜀𝜇

𝑒−𝑟0
√

𝜉2+𝜂2−𝑘20𝑑
2𝜀𝜇𝑑𝜉𝑑𝜂. (2.37)

Критерии выбора радиуса вычитания 𝑟0 и количества суммируемых гар­

моник 𝑛max, 𝑛min,𝑚max,𝑚min, так же как в одномерном случае определяются

необходимой точностью решения (2.17).

На рисунке 2.7 показана дисперсионная характеристика решётки из про­

дольных электрических диполей, рассчитанная методом суммирования полей

(сплошная линия) и методом разложения по гармоникам тока (точки). Как

видно из рисунка, полученные решения полностью совпадают.
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Предложенный метод расчёта двумерных систем, подобно одномерному

случаю, может быть легко обобщён на случай более сложных систем, напри­

мер: решётка в прямоугольном металлическом волноводе5, решётка в диэлек­

трическом слое, решётка на диэлектрической подложке или даже многослой­

ной среды.

5 Отметим, что подобную задачу можно решить методом изображения [87].
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Глава 3

Нелинейно-оптические эффекты при

взаимодействии лазерного излучения с

металлическими наночастицами

В настоящей главе рассматриваются нелинейно-оптические эффекты при

рассеянии лазерного излучения на металлических наночастицах.

В рамках модели свободных электронов и феноменологического описания

нелинейных электродинамических свойств поверхности металла проанализи­

рованы эффекты генерации второй гармоники и самовоздействия лазерного

излучения, падающего на металлическую наночастицу сферической формы.

Анализируются аналитические выражения для дипольного и квадруполь­

ного моментов, которыми характеризуется поле рассеяния на второй гармони­

ке, и нелинейная поправка к наведённому полем дипольному моменту нано­

частицы на основной частоте. Исследуются зависимости интенсивности излу­

чения и направленности нелинейного рассеяния от частоты падающего на ча­

стицу электромагнитного поля. Развитая теория объясняет экспериментально

наблюдаемые особенности, характерные для нелинейной восприимчивости ди­

электрических материалов, содержащих наноразмерные металлические вклю­

чения.

Численно промоделировано нелинейно-оптическое взаимодействие метал­

лических наночастиц с иглой атомно-силового микроскопа (АСМ) при облуче­

нии фемтосекундными лазерными импульсами.

Показано, что измеряемые в эксперименте карты двухфотонной люминес­

ценции содержат дополнительную информацию о форме и ориентации наноча­

стиц. Эту информацию о наночастицах можно извлечь путём сопоставления

экспериментальных результатов с базисными картами двухфотонной люми­
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несценции, рассчитанными для эталонных объектов.

Подобная методика нелинейной диагностики расширяет возможности атомно­

силовой микроскопии для получения изображений металлических нанообъек­

тов на поверхности, позволяя исследовать форму и ориентацию наночастиц с

характерными размерами, сравнимыми с размером кончика иглы АСМ.

Изложение основано на работах [109,110,123–128].

3.1. Генерация второй гармоники и эффект

самовоздействия при рассеянии лазерного

излучения на металлической наночастице

Для описания генерации второй гармоники и эффекта самовоздействия

при рассеянии лазерного излучения на металлической наночастице предложен

подход, использующий, аналогично [141,142], модель свободных электронов в

металле и феноменологически учитывающий влияние поверхности частицы.

Развитые теоретические представления позволяют найти аналитические вы­

ражения для дипольного и квадрупольного моментов, характеризующих поле

рассеяния на второй гармонике и нелинейную поправку к наведённому полем

дипольному моменту наночастицы на основной частоте.

3.1.1. Нелинейный ток электронов проводимости в металлах

Рассмотрим рассеяние плоской монохроматической линейно поляризован­

ной электромагнитной волны 𝐸0z0𝑒𝑖𝜔0𝑡−𝑖𝑘0𝑦 на расположенном в электродина­

мическом вакууме металлическом наношаре радиусом 𝑎 ≪ 𝜆 = 2𝜋/𝑘0 (см.

рисунок 3.1).
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Рис. 3.1. Схематическое изображение геометрии задачи о нелинейном рассеянии линейно

поляризованного лазерного излучения на металлическом наношаре.

Пренебрегая квантовым давлением, будем описывать поведение свобод­

ных электронов в металле в присутствии статического положительного заря­

женного фона уравнениями для плотностей заряда 𝜌 = 𝑒(𝑁𝑒−𝑁0) и скорости

электронного газа V(r, 𝑡) [143]:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ (∇ · j) = 0, (3.1)

𝜕V
𝜕𝑡

+ (V · ∇)V =
𝑒

𝑚

(︂
E +

1

𝑐
V × B

)︂
, (3.2)

где (−𝑒𝑁0) = const — плотность положительного заряда (заряда ионов),

𝑁𝑒 — концентрация электронного газа, 𝑒 и 𝑚 — заряд и эффективная масса

электрона, E — напряжённость электрического поля, B — индукция магнитно­

го поля. Из уравнений (3.1), (3.2) нетрудно получить уравнение для плотности

тока в металле j = 𝑒𝑁𝑒V(r, 𝑡) = (𝑒𝑁0 + 𝜌)V(r, 𝑡):

𝜕j
𝜕𝑡

=
𝑒2𝑁𝑒

𝑚
E +

𝜕j𝑁𝐿

𝜕𝑡
,

𝜕j𝑁𝐿

𝜕𝑡
= −V(∇ · j) + (𝑒𝑁0 + 𝜌)

(︂
𝑒

𝑚𝑐
V × B − (V · ∇)V

)︂
. (3.3)
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Из-за нелинейности падающая волна возбуждает гармоники основной ча­

стоты, электрическое поле которых описывается в металле уравнением:

−∇×∇× E𝜔 +
𝜔2

𝑐2

(︃
1−

𝜔2
𝑝

𝜔2

)︃
E𝜔 =

4𝜋𝑖𝜔

𝑐2
j𝑁𝐿𝜔 , (3.4)

где j𝑁𝐿𝜔 — объёмная плотность нелинейного тока в металле j𝑁𝐿 на частоте 𝜔,

𝜔𝑝 = 4𝜋𝑒2𝑁0/𝑚 — плазменная частота. При выводе (3.4) учтено, что j𝜔 =

𝑒2𝑁0

𝑖𝜔𝑚 E𝜔 + j𝑁𝐿𝜔 .

Вне металла поле E𝜔 удовлетворяет уравнению:

−∇×∇× E𝜔 +
𝜔2

𝑐2
E𝜔 = 0. (3.5)

Описание электродинамических свойств поверхности металлической ча­

стицы — довольно сложная задача требующая при строгом рассмотрении при­

влечения аппарата квантовой механики [143]. Воспользуемся феноменологиче­

скими рассуждениями, позволяющими заменить переходную область на экви­

валентные ей с точки зрения электродинамики плотность поверхностного за­

ряда и плотность поверхностного дипольного момента (мощность дипольного

слоя). Будем исходить из предположения, что переходная область, где нару­

шается квазинейтральность, накапливаются заряды и образуется дипольный

слой, имеет толщину 𝛿, малую по сравнению с другими характерными мас­

штабами рассматриваемой задачи (в частности, с радиусом наночастицы 𝑎).

Введём координату 𝜂, отсчитываемую от центра переходной области вдоль

нормали n, направленной из металла в вакуум. Проинтегрируем закон сохра­

нения заряда (3.1) от (−𝛿/2) до (𝛿/2) по 𝜂, считая, что при 𝜂 = −𝛿/2 уже

можно пользоваться уравнением (3.4), а при 𝜂 > 𝛿/2 уравнением (3.5). Устре­

мив формально 𝛿 → 0, в итоге получим соотношение:

𝜕𝜎

𝜕𝑡
+Div(𝜎V𝜏) = 𝑗𝑛|𝜂=− 𝛿

2
= {(𝑒𝑁0 + 𝜌)𝑉𝑛}|𝜂=− 𝛿

2
, (3.6)

где Div — «поверхностная» дивергенция, V𝜏 и 𝑉𝑛 — тангенциальная и нор­

мальная составляющие скорости электронов в непосредственной близости от
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границы металла. При выводе (3.6) предполагалось, что V𝜏 в переходной об­

ласти |𝜂| < 𝛿/2 не изменяется.

Чтобы оценить мощность дипольного слоя, возникающего на поверхности

наночастицы, домножим (3.1) на 𝜂 и проинтегрируем полученное уравнение

по переменной 𝜂 в пределах от (−𝛿/2) до (𝛿/2). Как и при выводе соотноше­

ния (3.6), будем считать в интервале |𝜂| < 𝛿/2 тангенциальную составляющую

V𝜏 скорости электронов постоянной величиной. Нормальная же проекция ско­

рости 𝑉𝑛 в интервале |𝜂| < 𝛿/2 может существенно изменяться. Величина и

характер этого изменения зависят от конкретного вида металла, частоты элек­

тромагнитного поля и т.д. В итоге, для поверхностной плотности дипольного

момента 𝑝 получаем следующее соотношение:

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+Div(𝑝V𝜏) =

+𝛿/2∫
−𝛿/2

𝜌𝑉𝑛𝑑𝜂. (3.7)

В отсутствие внешних полей будем пренебрегать размыванием границы раз­

дела, то есть положим, что 𝑝 → 0 при 𝐸0 = 0.

3.1.2. Линейное приближение

В линейном по полю 𝐸𝜔 приближении уравнения (3.4) и (3.5) можно за­

писать в следующем виде:

−∇×∇× E𝜔 +
𝜔2

𝑐2
𝜀(r, 𝜔)E𝜔 = 0. (3.8)

Здесь введена функция:

𝜀(r, 𝜔) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜀𝑝(𝜔) = 1−
𝜔2
𝑝

𝜔2
, |r| < 𝑎,

1, |r| > 𝑎,

(3.9)

описывающая распределение диэлектрической проницаемости в пространстве.
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Из (3.4) и (3.5) вытекает, что:

(∇ · D𝜔) = 0, (3.10)

где D𝜔 = 𝜀(r, 𝜔)E𝜔 — вектор электрической индукции. В случае, когда радиус

частицы 𝑎 достаточно мал, и выполняются неравенства 𝑘𝑎 << 1 и 𝑘
√︀
|𝜀𝑝(𝜔)|<< 1

(𝑘 = 𝜔
𝑐 ), решение уравнения (3.8) можно искать в виде разложения по малому

параметру ℳ(𝜔) = 𝑘𝑎 ≡ 𝑎𝜔/𝑐 << 1. Первый член этого разложения соответ­

ствует квазистатическому приближению.

В поле E𝜔0
на частоте 𝜔0 удобно выделить падающую волну z0𝐸0𝑒

−𝑖𝑘0𝑦

(𝑘0 = 𝜔0/𝑐) и поле рассеяния на наночастице ℰ𝜔0
:

E𝜔0
= z0𝐸0𝑒

−𝑖𝑘0𝑦 + ℰ𝜔0
. (3.11)

Тогда разложение поля E𝜔0
в асимптотический ряд по параметру ℳ0 = ℳ(𝜔0)

примет вид:

E𝜔0
= 𝐸0z0 + ℰ (0)

𝜔0
+ℳ0

(︁
ℰ (1)
𝜔0

− 𝑖
𝑦

𝑎
𝐸0z0

)︁
+ . . . . (3.12)

В нулевом и первом порядках малости по ℳ0 поля рассеяния ℰ (0)
𝜔0

и ℰ (1)
𝜔0

являются потенциальными:

ℰ (0)
𝜔0

= −∇Φ(0)
𝜔0

,

ℰ (1)
𝜔0

= −∇Φ(1)
𝜔0

.
(3.13)

Согласно соотношению (3.10) потенциальные функции Φ
(0)
𝜔0 и Φ

(1)
𝜔0 как вне,

так и внутри шарика удовлетворяют уравнению Лапласа:

ΔΦ(0,1)
𝜔0

= 0 (𝑟 < 𝑎 , 𝑟 > 𝑎). (3.14)
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Причём на границе металла 𝑟 = 𝑎 нормальные составляющие векторов:

D(0)
𝜔0

= 𝜀(r, 𝜔0)
(︁
−∇Φ(0)

𝜔0
+ 𝐸0z0

)︁
,

D(1)
𝜔0

= 𝜀(r, 𝜔0)
(︁
−∇Φ(1)

𝜔0
− 𝑖

𝑦

𝑎
𝐸0z0

)︁
,

а также тангенциальные проекции векторов E(0)
𝜔0

= 𝐸0z0 − ∇Φ
(0)
𝜔0 и E(1)

𝜔0
=

−𝑖
𝑦

𝑎
𝐸0z0 −∇Φ(1)

𝜔0
непрерывны. Удовлетворяющие таким граничным условиям

и спадающие при удалении от частицы потенциалы Φ
(0)
𝜔0 и Φ

(1)
𝜔0 равны:

Φ(0)
𝜔0

= 𝑎3𝐸0 cos 𝜃
𝜀𝑝(𝜔0)− 1

𝜀𝑝(𝜔0) + 2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑟

𝑎3
, |r| < 𝑎

1

𝑟2
, |r| > 𝑎

,

Φ(1)
𝜔0

= 𝑎4𝐸0 sin 2𝜃 sin𝜙
𝑖 (1− 𝜀𝑝(𝜔0))

4

(︂
𝜀𝑝(𝜔0) +

3

2

)︂
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑟2

𝑎5
, |r| < 𝑎

1

𝑟3
, |r| > 𝑎

, (3.15)

где 𝜃 — отсчитываемый от оси 𝑧 полярный (зенитный) угол, а 𝜙 — отсчитыва­

емый от оси 𝑥 азимутальный угол сферической системы координат, связанной

с центром металлической наночастицы.

Как видно из (3.15), поле рассеяния ℰ𝜔0
в нулевом и первом порядках

теории возмущений по параметру ℳ0 при 𝑟 > 𝑎 является суперпозицией поля

диполя (см. рисунок 3.2a) с дипольным моментом

𝒫𝜔0
= z0𝐸0𝑎

3𝜀𝑝(𝜔0)− 1

𝜀𝑝(𝜔0) + 2
, (3.16)

и поля квадруполя (см. рисунок 3.2b) с тензором квадрупольного момента (в

системе координат, связанной с центром металлического шарика)

𝑄̂ = 𝑄𝜔0

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ (3.17)

с двумя ненулевыми компонентами

𝑄𝑦𝑧 = 𝑄𝑧𝑦 = 𝑄𝜔0
=

𝑖𝑘0 (1− 𝜀𝑝(𝜔0))

(2𝜀𝑝(𝜔0) + 3)
𝐸0𝑎

4. (3.18)
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Рис. 3.2. Диаграммы направленности и распределение поверхностного заряда дипольного

(а) и квадрупольного (b) источников излучения основной гармоники (𝜔0) при рассеянии

линейно поляризованной электромагнитной волны на металлическом наношаре.

На рисунке 3.2 показаны диаграммы направленности и распределение

поверхностного заряда источников излучения на основной частоте 𝜔0.

3.1.3. Генерация второй гармоники

Из-за нелинейности уравнений (3.1)–(3.4), (3.7), (3.8) поле E𝜔0
возбужда­

ет вторую гармонику E2𝜔0
. Действительно, если ограничиться учётом квадра­

тичных по E𝜔0
членов, можно получить следующее выражение для плотности

нелинейного объёмного тока в металле:

j𝑁𝐿2𝜔0
= 𝐴𝑁𝐿 · ∇(E𝜔0

)2 + 𝛤𝑁𝐿 · E𝜔0
(∇ · E𝜔0

) , (3.19)

где 𝐴𝑁𝐿 = −𝑖
𝑒𝜔2

𝑝

16𝜋𝑚𝜔3
0
, 𝛤𝑁𝐿 = −𝑖 𝑒

4𝜋𝑚𝜔0
. Этому току соответствует объёмный

заряд с плотностью 𝜌𝑁𝐿2𝜔0
:

𝜌𝑁𝐿2𝜔0
=

𝑖

2𝜔0

(︀
∇ · j𝑁𝐿2𝜔0

)︀
=

𝑖

2𝜔0

[︀
𝐴𝑁𝐿Δ(E𝜔0

)2 + 𝛤𝑁𝐿
(︀
(∇ · E𝜔0

)2 + E𝜔0
∇(∇ · E𝜔0

)
)︀]︀

.

(3.20)
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Кроме того, на поверхности металла, согласно (3.6) и (3.7), появляются

поверхностный заряд с плотностью:

𝜎2𝜔0
=

𝑖

2𝜔0

(︀
Div(𝜎𝜔0

V𝜔0𝜏
)− 𝑗2𝜔0𝑛

|𝑟=𝑎−0

)︀
(3.21)

и дипольный слой с мощностью

𝑝2𝜔0
=

−1

2𝜔0

+𝛿/2∫
−𝛿/2

𝜌𝜔0
𝑉𝜔0𝑛

𝑑𝜂 = 𝛽𝜔0
(𝜎𝜔0

𝑉𝜔0𝑛
)|𝑟=𝑎−0 , (3.22)

где введён параметр 𝛽𝜔0
, учитывающий изменения 𝑉𝜔0𝑛

при переходе через

границу металла. Если принять во внимание, что нормальная составляющая

вектора электрической индукции D𝜔0
= 𝜀(𝜔0, 𝜂)E𝜔0

(где 𝜀(𝜔0, 𝜂) — диэлектри­

ческая проницаемость переходной области на частоте 𝜔0) непрерывна, а ско­

рость электронов связана с напряжённостью электрического поля соотноше­

нием V𝜔0
= 𝑒

𝑖𝜔0𝑚
E𝜔0

, то нетрудно получить, что 𝛽𝜔0
= 𝜀(𝜔0)+1

2 .

Воспользовавшись разложением для поля E𝜔0
по параметру ℳ0, после

несложных, но достаточно громоздких математических выкладок получим

следующие соотношения:

j𝑁𝐿2𝜔0
(𝑟 < 𝑎) = ℳ0𝐴𝐸

2
0y0

3𝜔0(4 + 𝜀𝑝(𝜔0))

2𝑎(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)(2𝜀𝑝(𝜔0) + 3)
+𝑂

(︀
ℳ2

0

)︀
,

𝜌𝑁𝐿2𝜔0
(𝑟 < 𝑎) = 𝑂

(︀
ℳ2

0

)︀
,

𝜎2𝜔0
= − 𝑒2𝑁0

4𝑚𝜔4
0

(︁
E2𝜔0

|𝑟=𝑎−0 ·
r
𝑟

)︁
+ 𝜎

(0)
2𝜔0

+ℳ0𝜎
(1)
2𝜔0

+𝑂
(︀
ℳ2

0

)︀
,

𝑝2𝜔0
= 𝑝

(0)
2𝜔0

+ℳ0𝑝
(1)
2𝜔0

+𝑂
(︀
ℳ2

0

)︀
,

𝜎
(0)
2𝜔0

= 𝐴𝐸2
0

9(3 cos2 𝜃 − 1)

2𝑎(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)2
,

𝑝
(0)
2𝜔0

= −𝛽𝜔0
𝐴𝐸2

0

9 cos2 𝜃

2(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)2
= −𝛽𝜔0

𝐴𝐸2
0

3
[︀
(3 cos2 𝜃 − 1) + 1

]︀
2(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)2

,

(3.23)

где 𝐴 =
𝑒3𝑁0

𝑚2𝜔4
0

=
𝑒

𝑚𝜔2
0

· 1

4𝜋
·
𝜔2
𝑝

𝜔2
0

, а 𝑂
(︀
ℳ2

0

)︀
— члены разложения порядка ℳ2

0.
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Не приводя полных выражений для 𝜎
(1)
2𝜔0

и 𝑝
(1)
2𝜔0

, отметим, что в них есть

пропорциональные cos 𝜃 = sin 𝜃 sin𝜑 1 слагаемые 𝜎̄
(1)
2𝜔0

cos 𝜃 и 𝑝
(1)
2𝜔0

cos 𝜃 со зна­

чениями:
𝜎̄
(1)
2𝜔0

= 𝑖𝐴𝐸2
0

3(3𝜀𝑝(𝜔0) + 2)

4𝑎(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)(2𝜀𝑝(𝜔0) + 3)
,

𝑝
(1)
2𝜔0

= 𝑖𝛽𝜔0
𝐴𝐸2

0

5

2(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)(2𝜀𝑝(𝜔0) + 3)
.

(3.24)

Аналогично тому, как это было сделано в (п. 3.1.2), представим поле E2𝜔0

в окрестности наночастицы и внутри неё асимптотическим рядом по парамет­

ру ℳ(2𝜔0) = 2ℳ0:

E2𝜔0
= ℰ (0)

2𝜔0
+ 2ℳ0ℰ (1)

2𝜔0
+ . . . , (3.25)

в котором два первых слагаемых соответственно равны

ℰ (0)
2𝜔0

= −∇Φ
(0)
2𝜔0

,

ℰ (1)
2𝜔0

= −∇Φ
(1)
2𝜔0

,
(3.26)

а потенциальные функции Φ
(0,1)
2𝜔0

с учётом того, что 𝜌𝑁𝐿2𝜔0
(𝑟 < 𝑎) = 𝑂

(︀
ℳ2

0

)︀
,

являются решениями уравнения Лапласа

ΔΦ
(0,1)
2𝜔0

= 0 (𝑟 < 𝑎 , 𝑟 > 𝑎) . (3.27)

На границе 𝑟 = 𝑎 нормальные составляющие векторов 𝜀(r, 2𝜔0)∇Φ
(0,1)
2𝜔0

и потенциалы Φ
(0,1)
2𝜔0

терпят скачки, обусловленные поверхностным зарядом с

плотностью 𝜎
(0,1)
2𝜔0

и дипольным слоем с мощностью 𝑝
(0,1)
2𝜔0

.

Удовлетворяя этим граничным условиям и раскладывая Φ
(0,1)
2𝜔0

(r) по сфе­

рическим гармоникам, получаем следующие выражения:

Φ
(0)
2𝜔0

= (3 cos2 𝜃 − 1)𝑄
(0)
2𝜔0

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝑟3
, 𝑟 > 𝑎

−3(1 + 𝛽𝜔0
)𝑟2

(2𝛽𝜔0
𝜀𝑝(2𝜔0)− 3)𝑎5

, 𝑟 < 𝑎

,

Φ̄
(1)
2𝜔0

= cos 𝜃𝒫 (1)
2𝜔0

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝑟2
, 𝑟 > 𝑎

(9𝜀𝑝(𝜔0) + 6− 20𝛽𝜔0
)𝑟

(10𝛽𝜔0
𝜀𝑝(2𝜔0) + 6 + 9𝜀𝑝(𝜔0))𝑎3

, 𝑟 < 𝑎

,

(3.28)

1 𝜃 – угол между направлением на точку наблюдения из центра частицы и осью 𝑦
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где

𝑄
(0)
2𝜔0

= −𝜋𝐴𝑎3𝐸2
0

6(2𝛽𝜔0
𝜀𝑝(2𝜔0)− 3)

(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)2(2𝜀𝑝(2𝜔0) + 3)
,

𝒫 (1)
2𝜔0

= 𝑖𝜋𝐴𝑎2𝐸2
0

(10𝛽𝜔0
𝜀𝑝(2𝜔0) + 6 + 9𝜀𝑝(𝜔0))

(2𝜀𝑝(𝜔0) + 3)(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)(𝜀𝑝(2𝜔0) + 2)
,

(3.29)

и Φ̄
(1)
2𝜔0

— низшая сферическая гармоника в разложении Φ
(1)
2𝜔0

(r).

Согласно (3.28) потенциальные функции Φ
(0)
2𝜔0

и Φ
(1)
2𝜔0

при 𝑟 > 𝑎 совпадают

с потенциалами симметричного относительно оси 𝑧 квадруполя с диагональ­

ным тензором квадрупольного момента

𝑄̂2𝜔0
= 𝑄

(0)
2𝜔0

⎛⎜⎜⎜⎝
−1 0 0

0 −1 0

0 0 2

⎞⎟⎟⎟⎠ (3.30)

и диполя с направленным вдоль волнового вектора падающей волны диполь­

ным моментом

𝒫2𝜔0
= 𝒫2𝜔0

𝑦0 , 𝒫2𝜔0
= ℳ0𝒫 (1)

2𝜔0
. (3.31)

Интенсивности (мощности) излучения квадруполя 𝑄̂2𝜔0
и диполя 𝒫2𝜔0

имеют одинаковый по малому параметру ℳ0 порядок малости и соответствен­

но равны [144]:

𝐼quad =
𝑐𝑘6

60
|𝑄(0)

2𝜔0
|2 ,

𝐼dip =
𝑐𝑘4

3
|𝒫2𝜔0

|2 = 𝑐𝑘6

3
𝑎2|𝒫 (1)

2𝜔0
|2 .

(3.32)

Диаграмма направленности квадруполя (см. рисунок 3.3b) симметрична

относительно оси 𝑧, вдоль которой ориентировано электрическое поле в пада­

ющей волне, и имеет максимумы при 𝜃 = 𝜋
4 ,

3𝜋
4 . Дипольное же излучение (см.

рисунок 3.3a) симметрично относительно волнового вектора падающей волны,

то есть оси 𝑦, и максимально в плоскости 𝑦 = 0.

При выводе формул (3.30) – (3.32), описывающих излучение наночастицы

на второй гармонике, для металла использовалась модель свободных электро­

нов. Однако она имеет ограниченную область применимости. Когда на частоте

𝜔 несущественны межзонные переходы (это условие выполняется для золота
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Рис. 3.3. Диаграммы направленности и распределение поверхностного заряда дипольного

(а) и квадрупольного (b) источников излучения второй гармоники (2𝜔0) при рассеянии

линейно поляризованной электромагнитной волны на металлическом наношаре.

при ~𝜔 . 2 эВ, а для серебра при ~𝜔 . 4 эВ), диэлектрическая проницаемость

металла в линейном приближении хорошо описывается аппроксимационной

формулой [145,146]:

𝜀𝑝(𝜔) = 𝜀∞ −
𝜔2
𝑝

𝜔(𝜔 − 𝑖𝜈)
, (3.33)

где постоянная 𝜀∞ учитывает вклад связанных электронов, 𝜈 — частота со­

ударений электронов проводимости (например, для золота 𝜀∞ = 9.84, 𝜔𝑝 =

2𝜋 · 1.36 · 1016 рад c−1, 𝜈 = 2𝜋 · 1014 рад c−1 [145, 146], для серебра

𝜀∞ = 4.45, 𝜔𝑝 = 2𝜋 · 1.38 · 1016 рад c−1, 𝜈 = 2𝜋 · 2.9 · 1013 рад c−1 [25]).

Если в полученных выше соотношениях заменить 𝜀𝑝(𝜔) на выражение (3.33),

то это позволит учесть диссипативные потери в металлической наночастице

и точнее описать ее электродинамические свойства. При проведении числен­

ных расчётов будем использовать для 𝜀𝑝(𝜔) представление (3.33), а частотный

диапазон, попадающий в область межзонных переходов, будем описывать ре­

зультатами экспериментальных измерений реальной и мнимой частей диэлек­

трической проницаемости металлов (Re 𝜀𝑝 и Im 𝜀𝑝) при различных частотах

𝜔 (см., например, [33]).
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Рис. 3.4. Нормированные интенсивности дипольного 𝐼dip, квадрупольного 𝐼quad и суммар­

ного 𝐼sum = 𝐼dip + 𝐼quad источников излучения на второй гармонике. Параметр нормировки

𝐼0 =
𝑐
8𝜋
|𝐸0|2𝜋𝑎2.

На рисунке 3.4, используя аппроксимацию (3.33), построены графики

функций 𝐼dip(𝜆0 = 2𝜋𝑐/𝜔0) и 𝐼quad(𝜆0 = 2𝜋𝑐/𝜔0) для случая золотой нано­

частицы радиусом 𝑎 = 25 нм. На них в представленной частотной области

есть высокодобротные резонансы на частотах 𝜔0, когда Re 𝜀𝑝(2𝜔0) = −2 и

Re 𝜀𝑝(2𝜔0) = −3/2.

Следует отметить, что у наночастиц вытянутой (в направлении волново­

го вектора падающей волны) формы резонанс генерации второй гармоники

можно сместить в инфракрасный диапазон, где аппроксимация (3.33) как на

первой, так и на второй гармонике хорошо работает, что позволяет существен­

но повысить его добротность и тем самым увеличить интенсивность нелиней­

ного рассеяния [25].

3.1.4. Эффект самовоздействия

Нелинейность уравнений (3.1)–(3.4), (3.7), (3.8), описывающих электро­

динамические свойства наночастицы, ответственна и за эффекты высших по­

рядков. Так, в третьем порядке малости по амплитуде падающего поля 𝐸0
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возбуждается третья гармоника E3𝜔0
и появляется нелинейная поправка к на­

ведённому на основной частоте 𝜔0 дипольному моменту 𝒫𝑁𝐿
𝜔0

= z0𝒫𝑁𝐿
𝜔0

. Для

нахождения E3𝜔0
и 𝒫𝑁𝐿

𝜔0
необходимо подставить в соотношения (3.4), (3.7), (3.8)

напряжённость электрического поля E в виде разложения по гармоникам ос­

новной частоты: E =
(︀
E𝜔0

+ E𝑁𝐿
𝜔0

)︀
+ E2𝜔0

+ E3𝜔0
+ · · · , сгруппировать члены,

пропорциональные одинаковым степеням 𝐸0, и приравнять нулю полученные

соотношения.

Проанализируем нелинейную (кубичную по 𝐸0) поправку E𝑁𝐿
𝜔0

к полю

рассеяния на основное частоте 𝜔0 или, другими словами, эффект самовоздей­

ствия. Отметим, что эффект возрастания абсолютного значения нелинейной

поправки к показателю преломления наблюдался в экспериментах [147, 148]

со средами, в которых с помощью фотохимических процессов создавались в

диэлектрической матрице золотые наночастицы.

Проводя стандартные математические выкладки, во многом аналогичные

проделанным в предыдущем пункте 3.1.3 при исследовании генерации второй

гармоники, можно показать, что на малых по сравнению с длиной падающей

волны 𝜆0 расстояниях от наночастицы и внутри неё поле E𝑁𝐿
𝜔0

с точностью до

слагаемых порядка ℳ0 является потенциальным:

E𝑁𝐿
𝜔0

(𝑟 ≪ 𝜆0) = −∇Φ𝑁𝐿
𝜔0

+𝑂(ℳ0) , (3.34)

причём потенциал Φ𝑁𝐿
𝜔0

(r) удовлетворяет при 𝑟 < 𝑎 и 𝑟 > 𝑎 уравнению Лапла­

са:

ΔΦ𝑁𝐿
𝜔0

= 0 (𝑟 < 𝑎, 𝑟 > 𝑎) , (3.35)

а на поверхности металла потенциал Φ𝑁𝐿
𝜔0

и его производная по нормали𝜕Φ𝑁𝐿
𝜔0

𝜕𝑟

терпят скачки, обусловленные наличием дипольного слоя с мощностью 𝒫𝑁𝐿
𝜔0

=

𝑝𝑁𝐿𝜔0
cos 𝜃|𝐸0|2𝐸0 и поверхностным зарядом с плотностью 𝜎𝑁𝐿

𝜔0
= 𝜍𝑁𝐿𝜔0

cos 𝜃|𝐸0|2𝐸0,

где коэффициенты 𝑝𝑁𝐿𝜔0
и 𝜍𝑁𝐿𝜔0

соответственно равны:
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𝑝𝑁𝐿𝜔0
=

9

8𝜋𝑎

(︂
𝑒𝜔𝑝

𝑚𝜔3
0

)︂2

×

×
(︂
4𝛽𝜔0

𝜀𝑝(2𝜔0)− 69𝛽𝜔0
− 30𝛽2

𝜔0
(1− 𝜀𝑝(𝜔0))

(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)3(2𝜀𝑝(2𝜔0) + 3)
+

+
15
4 𝛽2𝜔0

(1 + 𝛽𝜔0
)(1− 𝜀𝑝(𝜔0))

(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)3(2𝜀𝑝(2𝜔0) + 3)

)︂
,

𝜍𝑁𝐿𝜔0
= − 27

8𝜋𝑎2

(︂
𝑒𝜔𝑝

𝑚𝜔3
0

)︂2

×

× 5 + (1 + 𝛽𝜔0
)(1− 𝜀𝑝(𝜔0)) + 2𝛽𝜔0

(1− 𝜀𝑝(2𝜔0))

(𝜀𝑝(𝜔0) + 2)3(2𝜀𝑝(2𝜔0) + 3)
.

(3.36)

Выражение для 𝑝𝑁𝐿𝜔0
получено в тех же предположениях, что и формула

(3.22), то есть с помощью замены:

+ 𝛿
2∫

− 𝛿
2

(︀
𝜌2𝜔0

V*
𝜔0

+ V2𝜔0
𝜌*𝜔0

)︀
n0𝑑𝜂 = 𝛽*

𝜔0
𝜎2𝜔0

n0V*
𝜔0

(︂
𝜂 = −𝛿

2

)︂
+

+ 𝛽2𝜔0
𝜎*
𝜔0

n0V2𝜔0

(︂
𝜂 = −𝛿

2

)︂
,

(3.37)

где 𝛽𝜔 = 1
2(1 + 𝜀𝑝(𝜔)).

Решение Φ𝑁𝐿
𝜔0

(r) сформулированной выше квазистатической задачи имеет

следующий вид:

Φ(0)
𝜔0

= 𝑃𝑁𝐿
𝜔0

cos 𝜃

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜍𝑁𝐿𝜔0

𝑎− 2𝑝𝑁𝐿𝜔0

𝜍𝑁𝐿𝜔0
+ 𝜀𝑝(𝜔0)𝑝𝑁𝐿𝜔0

· 𝑟

𝑎3
, |r| < 𝑎

1

𝑟2
, |𝑟| > 𝑎

, (3.38)

где

𝑃𝑁𝐿
𝜔0

= 𝜒𝑁𝐿
𝜔0

|𝐸0|2𝐸0,

𝜒𝑁𝐿
𝜔0

= 4𝜋𝑎2
𝜍𝑁𝐿𝜔0

𝑎+ 𝜀𝑝(𝜔0)𝑝
𝑁𝐿
𝜔0

𝜀𝑝(𝜔0) + 2
. (3.39)

Согласно (3.38), у поля наночастицы на основной частоте 𝜔0 появляется

нелинейная поправка к дипольному моменту: P𝑁𝐿
𝜔0

= z0𝑃𝑁𝐿
𝜔0

, наличие которой

позволяет, в частности, объяснить зарегистрированное в ряде экспериментов
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появление практически безынерционной нелинейной добавки к показателю

преломления диэлектрических материалов, содержащих золотые наночасти­

цы [147,148].

Пусть имеется ансамбль слабовзаимодействующих между собой металли­

ческих наночастиц с концентрацией 𝑛𝑚, и расстояние между ними существен­

но меньше длины волны 𝜆0 =
2𝜋𝑐
𝜔0

:

𝑛𝑚𝜆
3
0 ≫ 1. (3.40)

Тогда можно ввести понятие эффективной диэлектрической проницаемо­

сти и определить ее нелинейную часть как Δ𝜀𝑁𝐿𝜔0
= 𝛾𝑁𝐿|𝐸0|2, где 𝛾𝑁𝐿 = 4𝜋𝑛𝑚𝜒

𝑁𝐿
𝜔0

.

Если зафиксировать общую массу металла в единице объёма вещества, то 𝛾𝑁𝐿

с уменьшением радиуса наночастиц 𝑎 будет нарастать пропорционально 𝑎−2.

В случае когда
(︁
𝜔𝑝

𝜔0

)︁2
>> 1 (для золота и серебра это неравенство выпол­

няется уже в ближнем инфракрасном диапазоне), с помощью формул (3.36),

(3.39) можно получить следующее приближенное выражение для 𝛾𝑁𝐿:

𝛾𝑁𝐿 ≈ −60𝜋

(︂
𝑒

𝑚𝜔2
0

)︂2

𝑛𝑚𝑎. (3.41)

Согласно (3.41), для золотых наночастиц радиусом 𝑎 = 5 нм с концен­

трацией 𝑛𝑚 = 1017 см−3, заполняющих всего лишь 6 % объёма диэлектрика, в

инфракрасном диапазоне длин волн (1550 — 1600 нм) параметр нелинейности

𝛾𝑁𝐿 = −2 · 10−14 cm2· Вт−1, что в 25 раз больше нелинейности кварца.
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3.2. Нелинейно-оптическое взаимодействие

металлических наночастиц и иглы атомно-силового

микроскопа (АСМ) при облучении

фемтосекундными лазерными импульсами.

Одним из перспективных направлений практического применения нели­

нейно-оптических эффектов при сканировании образцов иглой атомно-сило­

вого микроскопа (АСМ) является диагностика поверхности (шероховатостей)

и определение размеров и формы нанообъектов. В отличие от линейного рас­

сеяния, учёт нелинейных эффектов позволяет получить дополнительную ин­

формацию о форме и ориентации объектов с геометрическими параметрами

меньше чем характерные размеры сканирующей иглы.

3.2.1. Эксперимент по нелинейно-оптической диагностике золотых

наночастиц

Приведём описание экспериментальных результатов, полученных в рабо­

тах [110, 124–126]. Схема установки показана на рисунке 3.5. Излучение Ti:Sa

лазера с длиной волны 800 нм и длительностью импульсов 50 фс отража­

лось от делительной пластинки и фокусировалось иммерсионным микроско­

пическим объективом снизу на верхнюю поверхность покровного стекла. Оп­

тический сигнал от образцов и иглы атомно-силового микроскопа собирался

тем же объективом, мог подаваться на вход монохроматора для спектральных

измерений; проходил через фильтры, отсекающие излучение основной часто­

ты Ti:Sa лазера и рассеянное излучение вспомогательного лазера, который

использовался в оптической системе регистрации отклонений кантилевера в

АСМ. Принимаемый сигнал попадал на систему счета фотонов. Приёмная си­

стема позволяла регистрировать спектральный диапазон 350 – 630 нм. Часть

сигнала, отражённая от плоскопараллельной пластинки, попадала на CCD ка­
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меру, служащую для совмещения оптического пучка и кончика иглы АСМ. По­

верхность покровного стекла с нанесёнными на него образцами сканировалась

иглой АСМ. В эксперименте применялись кремниевые иглы, покрытые золо­

том. Радиус кривизны острия зондов составлял порядка 35 нм. Само стекло

с образцами закреплялось на подвижной пьезоплатформе, позволяющей осу­

ществить двумерное прецизионное сканирование образца в пределах 13 × 13

мкм.

Последовательность проведения экспериментов была следующей. Внача­

ле перемещением кантилевера над поверхностью покровного стекла по изоб­

ражению на CCD камере кончик иглы АСМ устанавливался на расстоянии

нескольких микрон от центра фокального пятна. Затем, перемещением покров­

ного стекла с помощью пьезоплатформы, наночастицы золота помещались в

фокус облучающего пучка. Для этого образец сканировался по координатам

𝑋 и 𝑌 с одновременной регистрацией величины сигнала с выхода счётчика

фотонов. В итоге получалось двумерное пространственное распределение фо­

толюминесценции поверхности покровного стекла с золотыми наночастицами,

возбуждаемыми двухфотонным поглощением. Образцы фиксировались в по­

ложении, которое соответствовало пику сигнала фотолюминесценции, корре­

лирующим с попаданием золотых наночастиц в область максимального свето­

вого поля. Далее в контактном двухпроходном режиме проводилось сканирова­

ние уже неподвижной поверхности покровного стекла в пределах фокального

пятна с помощью перемещения иглы АСМ. При первом проходе снималась

топография рельефа поверхности, а при втором — записывалась в каждом

положении зонда величина сигнала со счётчика фотонов. Это позволяло полу­

чить двумерное распределение фотолюминесценции при различных взаимных

расположениях иглы АСМ и золотых наночастиц в фокусе пучка.

На рисунке 3.6a представлена топографическая картина части поверх­

ности покровного стекла с нанесёнными на него золотыми наночастицами.

Характерные поперечные размеры наноструктур составляют от 70 до 150 нм,
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Рис. 3.5. Схема экспериментальной установки для исследования нелинейно-оптического вза­

имодействия наночастиц золота и иглы атомно-силового микроскопа.
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a) b)

Рис. 3.6. Топографическая карта поверхности образца (a). Пространственное распределе­

ние фотолюминесценции при различных взаимных расположениях иглы АСМ и золотой

наночастицы в фокусе фемтосекундного пучка (b). Белой стрелкой показана поляризация

пучка. Вставками показаны сечения вдоль линий, отмеченных на изображениях.

а высота достигает 35 нм. На рисунке 3.6b приведено распределение фото­

люминесценции, возбуждаемое двухфотонным поглощением. На нем хорошо

различимы яркие области вблизи золотых наночастиц, связанные с наличи­

ем квазистатического усиления падающего на иглу и частицу светового поля.

Характерный размер областей составил 30 нм, что совпадает с радиусом кри­

визны острия. При дальнейшем удалении кончика иглы от наночастиц интен­

сивность фотолюминесценции спадает (сначала очень резко, а затем плавно

вплоть до выхода зонда из фокуса пучка ∼ 400 нм) до некоторого фонового

уровня.

3.2.2. Численное моделирование нелинейно-оптического

взаимодействия наночастицы и иглы АСМ

Как видно из рисунка 3.6, структура полученной в эксперименте карты

нелинейной люминесценции существенно отличается от обычной топографии

поверхности образца. Так, на пространственном распределении нелинейной

люминесценции отчётливо видны дополнительные маркеры (две яркие обла­
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сти сигнала вблизи краёв наночастицы), отсутствующие на картине топогра­

фии. Для объяснения результатов, полученных в эксперименте, были проведе­

ны численные расчёты ближнепольного взаимодействия золотой наночастицы

и иглы АСМ в предположении, что генерируемый нелинейный отклик опреде­

ляется двухфотонным поглощением фемтосекундного лазерного излучения и

поэтому может быть описан интегралом по объёму наночастицы и иглы АСМ

от квадрата интенсивности оптического излучения. Это предположение хоро­

шо описывает ситуацию, если основной вклад в измеряемый нелинейный сиг­

нал даёт люминесценция материала (золото), из которого состоят наночастица

и игла АСМ. Таким образом, предполагается, что измеряемая в эксперименте

интенсивность двухфотонной люминесценции 𝐼𝑁𝐿 рассматриваемой системы

«наночастица — игла АСМ» определяется напряжённостью E(r) электрическо­

го поля в металле и пропорциональна интегралу от модуля поля в четвёртой

степени по объёмам частицы и иглы:

𝐼𝑁𝐿 = Λ ·
∫∫∫
𝑉Σ

|E(r)|4𝑑r = Λ ·

⎛⎜⎝∫∫∫
𝑉np

|E(r)|4𝑑r +
∫∫∫
𝑉tip

|E(r)|4𝑑r

⎞⎟⎠ , (3.42)

где 𝑉np и 𝑉tip — объёмы наночастицы и иглы АСМ, соответственно; Λ — коэф­

фициент пропорциональности, зависящий от частоты падающего излучения и

физических свойств люминесцирующего материала [149,150].

Взаимное расположение наночастицы, иглы АСМ и вектора напряжённо­

сти электрического поля в падающей волне оказывают существенное влияние

на поле E(r) и на интенсивность двухфотонной люминесценции 𝐼𝑁𝐿, тем са­

мым определяя наблюдаемые в эксперименте эффекты.
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a) b)

Рис. 3.7. Геометрия задачи численного моделирования распределения электрического поля

E(r), создаваемого иглой АСМ и золотой наночастицей, облучаемых лазерным пучком.

(a) Трёхмерное изображение зонда и наночастицы, (b) схема ячейки (вид в профиль) для

численных расчётов.

Точное аналитическое решение задачи о дифракции электромагнитных

волн на металлических объектах может быть найдено только для весьма огра­

ниченного числа ситуаций2. Поэтому в случае взаимодействия иглы АСМ с

металлической наночастицей воспользуемся прямым численным интегрирова­

нием уравнений Максвелла, а именно, методом конечных разностей во времен­

ной области (FDTD).

Используя бесплатный пакет для FDTD моделирования MEEP [151,152],

были проведены численные расчёты распределений электрических полей E(r)

и соответствующих им интенсивностей двухфотонной люминесценции 𝐼𝑁𝐿 для

изображённой на рисунке 3.7 геометрии задачи, которая адекватно моделиру­

ет условия эксперимента.

Расчёты проводились в прямоугольной области с размерами по осям:

𝑥 — 300 нм, 𝑦 — 300 нм, 𝑧 — 600 нм. В направлениях осей 𝑥 и 𝑦 на гра­
2 Для разделения переменных в уравнениях Максвелла граница объекта должна совпадать с коор­

динатной поверхностью.
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ницах были заданы периодические граничные условия. Вдоль оси 𝑧 область

ограничена абсолютно поглощающими слоями с толщиной 50 нм. Наночасти­

ца моделировалась эллипсоидом вращения с размерами 65×45×45 нм, а игла

АСМ — усечённым конусом со сферами в основаниях (сфера в нижнем осно­

вании моделирует закругление иглы, сфера в верхнем основании добавлена,

чтобы избежать особенностей, связанных с резкими изломами поверхности).

Материал наночастицы и иглы — золото. Диэлектрическая проницаемость зо­

лота 𝜀𝐴𝑢 описывалась моделью Друде (3.33).

Изображённый на рисунке 3.7 зонд имел радиус закругления острия 35 нм

и длину 190 нм. Зонд располагался в плоскости 𝑥𝑧 c наклоном от оси 𝑧 в сто­

рону оси 𝑥 на угол 15∘, что соответствовало экспериментальным условиям.

Источник излучения (рисунок 3.7b) включался мгновенно и создавал бегу­

щую вдоль оси 𝑧 плоскую волну с напряжённостью электрического поля E0 и

длиной волны 𝜆 = 800 нм. В основных расчётах использовалась равномер­

ная пространственная сетка с шагом 2 нм3. Для увеличения точности вы­

числений использовалось субпиксельное сглаживание [154]. Чтобы избежать

влияния переходных процессов, связанных с мгновенным включением поля и

установлением распределений полей в системе «наночастица — игла АСМ»,

интегралы (3.42), характеризующие нелинейный отклик, вычислялись спустя

12.5 периодов поля от момента включения источника и усреднялись по одному

периоду поля.

В численном моделировании процесса сканирования зонд был неподви­

жен, наночастица перемещалась в плоскости 𝑥𝑦, а при приближении к зонду

смещалась вниз по оси 𝑧 таким образом, чтобы между ней и зондом сохранял­

ся зазор в 5 нм (см. рисунок 3.7b).

3 Как показали расчёты, значения интегралов (3.42) перестают изменяться с точностью 1% при сетке

500 точек на 1 микрон (размер ячейки 2 нм), такой результат хорошо согласуется с другими работами по

численному моделированию электродинамики металлических наночастиц, например [153].
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По результатам численного моделирования были составлены двумерные

карты, на которых изображены изменения интенсивности двухфотонной лю­

минесценции 𝐼𝑁𝐿 при сканировании иглой АСМ золотой наночастицы, распо­

ложенной на поверхности. Примеры таких карт показаны на рисунке 3.8 для

различных поляризаций падающего излучения и при различных ориентациях

наночастицы относительно этой поляризации. Цветовая шкала рисунков отоб­

ражает логарифм интенсивности двухфотонной люминесценции log(𝐼𝑁𝐿/𝐼𝑁𝐿tip ),

нормированной на нелинейный отклик от зонда 𝐼𝑁𝐿tip , при поляризации поля E0,

направленной вдоль оси 𝑦. Начало системы координат в плоскости 𝑥𝑦 соответ­

ствует центру наночастицы.

Как видно из рисунка 3.8, который представляет собой своеобразный ба­

зисный набор геометрий для рассматриваемой задачи, расположение макси­

мумов интенсивности двухфотонной люминесценции системы «наночастица

— игла АСМ», в первую очередь, определяется поляризацией падающего из­

лучения. Они расположены по бокам от частицы и лежат на линии, парал­

лельной вектору напряжённости электрического поля E0 в падающей волне.

Причём, наиболее сильный сигнал наблюдается, когда частица ориентирована

вдоль вектора E0. Напомним, что игла наклонена к оси 𝑧 в положительном

направлении оси 𝑥. С этим связана асимметрия относительно центра наноча­

стицы в изображённых на рисунках 3.8a и 3.8с распределениях интенсивности

двухфотонной люминесценции.

Рассчитанные карты двухфотонной люминесценции, изображённые на

рисунке 3.8, качественно согласуются с результатами эксперимента. Так же

как в эксперименте, сбоку от наночастицы наблюдаются яркие области двух­

фотонной люминесценции, связанные с усилением лазерного поля в зазоре

между иглой и наночастицей. Когда кончик иглы АСМ находится над самой

наночастицей или на расстоянии от неё, превышающем характерный масштаб

острия зонда (радиус закругления), нелинейный отклик относительно неболь­

шой. Это означает, что при таких взаимных положениях зонда и наночастицы
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ближнепольное взаимодействие между ними мало.

Зависимость интенсивности двухфотонной люминесценции 𝐼𝑁𝐿 от рас­

стояния между наночастицей и иглой АСМ (для геометрии изображённой на

рисунке 3.8a, игла приближается к наночастице справа вдоль оси X) приве­

дена на рисунке 3.9. 𝐼𝑁𝐿 нормировалась на интенсивность люминесценции,

получающейся при большом (30 нм) расстоянии между наночастицей и зон­

дом. Расчёты проводились с шагом пространственной сетки 1 нм. Рисунок 3.9

демонстрирует сильную зависимость величины нелинейного отклика системы

от расстояния между иглой и наночастицей. Такая зависимость подтверждает

ближнепольную природу взаимодействия между иглой АСМ и наночастицей.

Как отмечалось, пространственные распределения двухфотонной люми­

несценции, полученные при сканировании иглой АСМ поверхности с золотыми

наночастицами, существенно отличаются от топографии. Численное модели­

рование показывает, что структура карт двухфотонной люминесценции опре­

деляется формой и ориентацией наночастиц относительно поляризации пада­

ющего поля и зонда АСМ. Это означает, что пространственные распределения

двухфотонной люминесценции содержат в себе дополнительную информацию

о форме и ориентации наночастиц. Эту информацию можно извлечь путём

сопоставления экспериментальных карт двухфотонной люминесценции с рас­

чётными картами для базисного набора наночастиц различной формы и ори­

ентации. Такая методика диагностики имеет высокую чувствительность, бла­

годаря сильной зависимости интенсивности двухфотонной люминесценции от

расстояния между наночастицей и иглой АСМ (рисунок 3.9). Численное моде­

лирование показывает, что при приближении зонда к наночастице нелинейный

отклик может возрасти почти на два порядка. Подобная методика особенно

полезна в случаях, когда пространственного разрешения АСМ недостаточно,

чтобы разрешить параметры наночастицы с требуемой точностью. В частно­

сти, из приведённого на рисунке 3.6a топографического изображения видно,

что пространственного разрешения при сканировании топографии рельефа с
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a) b)

c) d)

Рис. 3.8. Численно рассчитанные топографические карты интенсивности двухфотонной лю­

минесценции 𝐼𝑁𝐿 при сканировании золотой наночастицы иглой АСМ. Пунктирной линией

обозначены контуры наночастицы, стрелочка указывает направление поляризации падаю­

щего поля E0.
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Рис. 3.9. Зависимость интенсивности двухфотонной люминесценции 𝐼𝑁𝐿 от расстояния меж­

ду золотой наночастицей и иглой АСМ.

помощью АСМ, работающего в обычном контактном режиме, явно недостаточ­

но для получения хорошего изображения исследуемого объекта с размерами

меньше или порядка радиуса закругления используемого зонда (35нм). Одна­

ко, если сопоставить пространственное распределение двухфотонной люминес­

ценции, полученное в эксперименте, с результатами численного моделирова­

ния, учитывающими ориентацию зонда относительно поляризации возбужда­

ющего поля, то пространственное разрешение микроскопа удаётся улучшить.

Эффективность подобной методики диагностики демонстрируют рисун­

ки 3.10a и 3.10b. На них приведены топографические карты интенсивности

двухфотонной люминесценции в приближенной к эксперименту геометрии для

наночастицы эллиптичной формы (параметры расчётов такие же, как на ри­

сунке 3.8, но вектор электрического поля E0 ориентирован под углом 30∘ к

оси 𝑦). Сравнивая карты, изображённые на рисунках 3.10a и 3.10b, с резуль­

татами эксперимента (рисунок 3.6), можно сделать вывод, что исследуемая

частица имеет характерные размеры и ориентацию по отношению к зонду

АСМ, как в случае, изображённом на рисунке 3.10b.
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a) b)

Рис. 3.10. Численно рассчитанные топографические карты интенсивности двухфотонной

люминесценции 𝐼𝑁𝐿 при сканировании золотой наночастицы иглой АСМ. Пунктирной ли­

нией обозначены контуры наночастицы, стрелочка указывает направление поляризации

падающего поля E0, направленной под углом 30∘ к оси 𝑌 .
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Заключение

Кратко сформулируем основные результаты, полученные в диссертации.

1. Изучены волноведущие свойства слоёв из анизотропных метаматериалов

с отрицательными значениями компонент тензоров диэлектрической и

магнитной проницаемостей. Показано, что такие слои могут поддержи­

вать прямые и обратные медленные электромагнитные волны ТЕ и ТМ

типов.

2. Проанализированы дисперсионные и поляризационные характеристики

электромагнитных мод металлических волноводов, частично заполнен­

ных метаматериалом. Показано, что, варьируя расстояния между метал­

лическими стенками и слоем метаматериала, можно изменять замедле­

ние распространяющихся мод в широком диапазоне, а также трансфор­

мировать прямые волны в обратные, и наоборот.

3. Предложена методика расчёта дисперсионных и поляризационных ха­

рактеристик мод, распространяющихся вдоль одномерных и двумерных

периодических систем из взаимодействующих резонансных элементов,

внедрённых в аксиально-симметричные и плоско-слоистые металл-диэлек­

трические структуры. Показано, что она позволяет устранить присущие

рассматриваемой задаче вычислительные сингулярности. Метод апроби­

рован на примере цепочек из резонансных диполей в круглых металли­

ческом и диэлектрическом волноводах.

4. В рамках модели свободных электронов и феноменологического описа­

ния нелинейных электродинамических свойств поверхности металла про­

анализированы нелинейные эффекты, сопровождающие рассеяние ла­

зерного излучения на металлической наночастице сферической формы.

Получены аналитические выражения для дипольного и квадрупольно­

го моментов, которыми характеризуется поле нелинейного рассеяния.
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Объяснено экспериментально наблюдаемое появление большой безынер­

ционной нелинейности в диэлектрических материалах, допированных зо­

лотыми наночастицами.

5. Численно промоделирована зависимость интенсивности двухфотонной

люминесценции от взаимного расположения металлической наночасти­

цы и иглы атомно-силового микроскопа при облучении их фемтосекунд­

ными лазерными импульсами. Показано, что измеренные в эксперименте

карты двухфотонной люминесценции содержат дополнительную инфор­

мацию о форме и ориентации наночастиц. Эту информацию можно из­

влечь путём сопоставления экспериментальных результатов с базисными

картами двухфотонной люминесценции, рассчитанными для эталонных

объектов.
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