
Глобальная электрическая цепь
постоянного и переменного тока

2 октября 2025 г.

Вводные замечания

Глобальная электрическая цепь (ГЭЦ) — собирательное название для двух концеп-
ций в атмосферном электричестве. Одна из этих концепций — так называемая ГЭЦ по-
стоянного тока — описывает распределённый токовый контур в атмосфере, в котором в
роли источников выступают области разделения зарядов в грозовых облаках и некото-
рых других облаках с развитой электрической структурой. Ключевым обстоятельством
для существования ГЭЦ постоянного тока является очень быстрый (экспоненциальный)
рост проводимости атмосферы с высотой, а также высокая проводимость земной поверх-
ности по сравнению с приземным воздухом. В результате формируется токовая система,
в которой разделение зарядов в облаках заставляет ток в атмосфере течь вверх, затем этот
ток растекается по высокопроводящей ионосфере и возвращается вниз в областях хоро-
шей погоды, после чего поверхность Земли замыкает контур (схематически это показано
слева на рис. 1).
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Рис. 1. Схематическое изображение ГЭЦ постоянного тока (слева) и ГЭЦ переменного тока (спра-
ва).

ГЭЦ переменного тока имеет несколько другую природу. Отмеченные выше высо-
кая проводимость поверхности Земли и нижней ионосферы позволяют говорить о резо-
наторе Земля— ионосфера. Обычно под ГЭЦ переменного тока понимают совокупность
так называемых шумановских резонансов— глобальных резонансов, возбуждаемых мол-
ниевыми разрядами в этом резонаторе (схематически это показано справа на рис. 1). Ес-
ли описание ГЭЦ постоянного тока с точки зрения электродинамики обычно сводится к
уравнениям токостатики, то ГЭЦ переменного тока естественно описывать на языке тео-
рии волноводов и резонаторов. Важной особенностью ГЭЦ переменного тока, отличаю-
щей её от классических задач этого раздела электродинамики, является наличие прово-
дящих свойств у среды, заполняющей внутреннее пространство.

Таким образом, строго говоря, из двух объектов, именуемых ГЭЦ, лишь ГЭЦ по-
стоянного тока является электрической цепью в строгом смысле этих слов. Изначально
именно её и называли глобальной цепью, однако затем определение расширили и пере-
несли на шумановские резонансы, проведя параллели между двумя задачами: подобно



тому как глобальное распределение электрически активных облаков (прежде всего гро-
зовых, но не только) поддерживает токовый контур ГЭЦ постоянного тока, глобальное
распределение молниевых разрядов (непосредственно связанных с теми же самыми гро-
зовыми облаками) поддерживает электромагнитные колебания в резонаторе Земля —
ионосфера.

Часть 1. Глобальная электрическая цепь

постоянного тока

§ 1. Проводимость атмосферы

Изучение ГЭЦ постоянного тока мы начнём с обсуждения проводимости. Проводи-
мость атмосферы вплоть до ионосферных высот (то есть вплоть до высоты порядка 70 км)
определяется ионами молекул воздуха и может предполагаться изотропной. Обычно
при оценках этой проводимости в качестве базового приближения предполагают, что
концентрации положительных и отрицательных ионов в каждой точке приблизительно
равны— это позволяет говорить о концентрации ионных пар 𝑛. Такой подход не являет-
ся вполне самосогласованным, однако в качестве простейшего приближения он кажется
вполне приемлемым.

Изменение 𝑛 может происходить за счёт различных физических процессов, из ко-
торых важнейшими являются ионизация (рождение новых ионных пар под действием
внешних источников), ион-ионная рекомбинация (уничтожение ионных пар) и прили-
пание ионов к частицам аэрозолей и гидрометеорам (предполагается, что подвижность
прилипших ионов падает практически до нуля и они перестают влиять на проводи-
мость). Учёт всех этих факторов даёт для 𝑛 следующее уравнение:

𝑑𝑛
𝑑𝑡
= 𝑞 − 𝛼𝑛2 −�

𝑖
𝛽𝑖𝑛𝑖𝑛, (1)

где 𝑞—скорость образованияионныхпар,𝛼—коэффициентион-ионнойрекомбинации,
а член −𝛽𝑖𝑛𝑖𝑛 описывает прилипание ионов к частицам аэрозолей или гидрометеорам
типа 𝑖 (𝑛𝑖 — их концентрация, 𝛽𝑖 — соответствующий коэффициент прилипания).

Равновесная концентрация ионных пар 𝑛 определяется из условия баланса 𝑑𝑛/𝑑𝑡 = 0,
что в контексте (1) даёт квадратное уравнение для 𝑛. Решая это уравнение, мы находим,
что 𝑛 в каждой точке выражается формулой
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+ 4𝛼𝑞
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; (2)

в самом элементарном приближении, когда мы пренебрегаем эффектами, связанными с
аэрозолями и гидрометеорами, это выражение упрощается до 𝑛 = √𝑞/𝛼. Проводимость
атмосферы 𝜎 можно вычислить по формуле

𝜎 = 𝑒0 �𝜇+ + 𝜇−� 𝑛, (3)

где 𝑒0 — элементарный заряд, а 𝜇± — подвижности положительных и отрицательных
ионов (вообще говоря, несколько различные).

В теоретических исследованиях ГЭЦ проводимость часто параметризуют по следу-
ющей схеме: сначала отдельно параметризуются пространственные распределения ве-
личин 𝑞, 𝛼, 𝛽𝑖, 𝑛𝑖 и 𝜇±, а затем уже проводимость рассчитывается с помощью формул (2)
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и (3). Из формулы (3), в частности, видно, что дополнительная ионизация увеличивает
проводимость, а рост члена, связанного с прилипанием, её уменьшает.

Подвижности𝜇± и коэффициент рекомбинации 𝛼 обычно выражают как некоторые
функции температуры и давления; если учитывается прилипание к аэрозолям, то коэф-
фициент 𝛽𝑖, как правило, задаётся в виде функции от размера аэрозольных частиц. Соот-
ветствующие функции и зависимости берутся как из данных натурных и лабораторных
измерений, так и из результатов теоретических исследований; здесь мы не будем в это
углубляться [см. подробнее, например, Tinsley and Zhou, 2006; Baumgaertner et al., 2013].
Концентрации аэрозолей различных типов (𝑛𝑖) можно взять, например, из результатов
расчётов соответствующих моделей; что же до прилипания к гидрометеорам в облаках,
то анализ показывает, что его можно заменить умножением невозмущённой проводимо-
сти на некоторый понижающий коэффициент [Zhou and Tinsley, 2010].

Рис. 2. Зависимость скорости ионизации (по
горизонтали в см−3 ⋅ с−1) от высоты (по вер-
тикали в км) для различных геомагнитных
широт в годы максимума (1958) и миниму-
ма (1965) 11-летнего цикла солнечной актив-
ности. Рисунок из работы Gringel et al. [1986]
по данным измерений из работ Neher [1961,
1967].

Ключевым фактором, определяющим
распределение проводимости в атмосфере,
является скорость ионизации 𝑞. У этой ве-
личины две основных составляющих. Одна
из них связана с естественной радиоактив-
ностью земного происхождения — прежде
всего с истечением радона из земной коры.
Эта составляющая 𝑞 имеет значение лишь
непосредственно вблизи земной поверхности
над сушей, поскольку спадает в 𝑒 раз уже на
масштабе нескольких километров [Tinsley and
Zhou, 2006; Baumgaertner et al., 2013]. Основная
же составляющая 𝑞 связана с космическими
лучами — высокоэнергичными частицами,
попадающими в атмосферу Землииз космоса.
Прежде всего здесь имеют значение галакти-
ческие космические лучи (ГКЛ), приходящие
из-за пределов Солнечной системы. Опреде-
лённое влияние на проводимость оказывают
и выбросы энергичных частиц на Солнце,
однако в среднем влияние Солнца сводится
к модуляции солнечным ветром потока ГКЛ:
в годы более высокой солнечной активности
связанное с солнечным ветром магнитное
поле снижает интенсивность потока ГКЛ, не
давая части частиц попасть в атмосферу Земли [Bazilevskaya et al., 2008]. Влияет на поток
ГКЛ и структура геомагнитного поля: в области высоких геомагнитных широт частицам
ГКЛ проще проникать в атмосферу, и значения 𝑞 там выше. Пример измеренных экспе-
риментально (с помощью зондов) вертикальных профилей 𝑞 в зависимости от широты
и фазы солнечного цикла показан на рис. 2. В параметризациях атмосферной прово-
димости часть 𝑞, связанную с потоком ГКЛ, обычно описывают путём интерполяции
подобных данных натурных измерений [Tinsley and Zhou, 2006].

Если аккуратно параметризовать все величины, входящие в формулы (2) и (3), то
мы сможем вычислить проводимость в каждой точке атмосферы. Разумеется, из-за ска-
занного выше об ионизации со стороны ГКЛ проводимость будет некоторым образом
зависеть от геомагнитной широты и фазы солнечного цикла (более высоким широтам
и более низкой солнечной активности будут соответствовать большие значения прово-
димости). Однако наиболее важным трендом в распределении проводимости является
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её быстрый (близкий к экспоненциальному) рост с высотой [см., например, Tinsley and
Zhou, 2006]. Это позволяет во многих задачах об атмосферном электричестве использо-
вать для оценок распределение проводимости, определяемое простым экспоненциаль-
ным профилем

𝜎(𝑧) = 𝜎0 exp �
𝑧
𝐷
� , (4)

где 𝑧— высота над уровнем моря, 𝜎0 —приземное значение проводимости (50фСм/м по
порядку величины), а𝐷—характерный вертикальный масштаб (порядка 6 км). Конечно,
такой профиль упрощает реальную ситуацию, однако он хорошо передаёт принципи-
альную суть тренда проводимости.

§ 2. Разделение зарядов в облаках и сторонний ток

ГЭЦпостоянного тока поддерживается за счёт процессов зарядки, непрерывно про-
текающих в электрически активных облаках. К таким облакам относятся грозовые обла-
ка, облака без молний с развитой электрической структурой (в англоязычной литерату-
ре их называют «electrified shower clouds», устоявшегося русскоязычного термина нет), а
также так называемые мезомасштабные конвективные системы (крупномасштабные об-
ласти осадков протяжённостью до сотен километров, включающие в себя конвективную
и слоистую часть).

Рис. 3.Схематичное изображение трёхполюсной струк-
туры грозового облака; указаны характерные заряды (в
Кл) и высоты (в км). Рисунок из книги Rakov and Uman
[2003, гл. 3].

Электрическую структуру
большинства электрически ак-
тивных облаков можно считать
трёхполюсной с выделенными об-
ластями положительного заряда
в верхней части облака и отри-
цательного заряда ниже него, а
также с дополнительной областью
положительного заряда вблизи
нижней границы облака (этот заряд
меньше по величине, чем два дру-
гих). Схематически такая структура
распределения заряда показана на
рис. 3. Разумеется, это некоторое
упрощение реальной ситуации:
реальная структура распределения

заряда в облаках может варьироваться и быть гораздо более сложной.
Вопрос о физических механизмах разделения зарядов в электрически активных об-

лаках довольно сложен и до конца не выяснен; на этот счёт существует множество раз-
личных гипотез и теорий [см. подробнее, например, Krehbiel, 1986; Rakov and Uman,
2003, гл. 3]. Наиболее важным механизмом зарядки принято считать механизм, основан-
ный на безындукционных (то есть без влияния внешнего электрического поля) столк-
новениях гидрометеоров различных типов в области смешанной фазы внутри облака.
В этой области одновременно присутствуют крупные частицы снежной крупы (падаю-
щие вниз осадки), меньшие в размерах кристаллы льда (облачные частицы) и переохла-
ждённые капли воды. Разделение частиц осадков и облачных частиц происходит под
действием гравитации, а наличие переохлаждённой воды оказывается необходимым для
эффективного переноса заряда. Известно, что падающие вниз частицы снежной крупы
при столкновениях с облачными кристаллами льда приобретают отрицательный заряд,
если температура ниже так называемой точки реверса, и положительный заряд, если
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Рис. 4. Схематическая иллюстрация безындукционного
механизма зарядки, связанного со столкновениями ча-
стицпадающей снежной крупы (крупные) с облачными
кристаллами льда (шестиугольные) в присутствии пе-
реохлаждённых капель воды (точки). Рисунок из книги
Rakov and Uman [2003, гл. 3].

температура выше неё (по пово-
ду физических механизмов такого
поведения есть различные теории).
Первая ситуацияимеетместо в верх-
ней части облака, а вторая — в ниж-
ней; с этим связывают формирова-
ние верхнего положительного заря-
да и отрицательного заряда в об-
лаке (схематично это показано на
рис. 4). Нижний положительный за-
ряд (равно как и некоторую часть
отрицательного заряда) часто свя-
зывают с падающими частицами
осадков. Следует, однако, отметить,
что такое описание является сильно
упрощённым и не объясняет имею-
щиеся наблюдения в полной мере
[Rakov and Uman, 2003, гл. 3].

С точки зрения теоретическо-
го описания ГЭЦ постоянного тока
процессы разделения зарядов в об-
лаке можно описать как некий сто-
ронний ток J, который входит в за-
кон Ома как дополнительное по от-
ношению к току проводимости сла-
гаемое:

j = 𝜎E + J, (5)

где j—электрический ток, 𝜎—проводимость, E—напряжённость электрического поля.
В простейшем случае мы можем пренебречь наличием нижнего положительного заряда
и описывать каждое электрически активное облако как токовый диполь, сторонний ток
J внутри которого чисто вертикален и направлен вверх (в соответствии с расположением
основного положительного заряда выше отрицательного).

§ 3. Уравнения глобальной электрической цепи постоянного тока

Теперь мыможем перейти непосредственно к изучению ГЭЦпостоянного тока. Как
уже отмечалось, ГЭЦ постоянного тока — это распределённый токовый контур, образо-
ванный атмосферой, проводимость которой мала в пограничном слое, но экспоненци-
ально растёт с высотой, и высокопроводящими верхними слоями земной коры и океана
[Анисимов и Мареев, 2008; Rycroft et al., 2008; Williams, 2009; Мареев, 2010; Williams and
Mareev, 2014]. Функционирование ГЭЦ поддерживается процессами разделения зарядов
в грозовых облаках; в результате квазистационарный электрический ток течёт вверх в об-
ластях грозы и течёт вниз в областях хорошей погоды, а высокопроводящие поверхность
Земли и ионосфера замыкают токовый контур (см. рис. 1). Гипотеза о том, что грозовые
облака и другие облака с развитой электрической структурой поддерживают квазиста-
ционарное распределение тока в атмосфере, была впервые выдвинута Вильсоном в нача-
ле 20-го века [Wilson, 1921].

Получим уравнения ГЭЦ постоянного тока. Мы предполагаем, что атмосфера за-
нимает в пространстве область Ω, граница которой состоит из двух частей — поверх-
ности Земли Γ1 и поверхности Γ2, охватывающей Γ1 и отстоящей от неё на некоторое
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Рис. 5. Геометрия задачи о ГЭЦ постоянного
тока. Стрелками схематическипоказано рас-
пределение плотности тока источников J, от-
личной от нуля только внутри облаков с раз-
витой электрической структурой.

расстояние (см. рис. 5). Мы также считаем, что
диэлектрическая и магнитная проницаемости
атмосферы равны 1, а все величины меняются
во времени достаточномедленно для того, что-
быможно было пренебречь производными по
времени в уравнениях Максвелла. В этом слу-
чае уравнения Максвелла с учётом материаль-
ного соотношения (5) записываются в виде

rotH =
4𝜋
𝑐
(𝜎E + J) , (6)

rotE = 0, (7)

divH = 0, (8)

divE = 4𝜋𝜌, (9)

где E и H — напряжённости электрического
и магнитного полей соответственно, J— плот-
ность стороннего тока, 𝜎—проводимость, 𝜌—
плотность заряда, 𝑐 — скорость света (здесь и
далее мы записываем все уравнения в гауссо-
вой системе единиц). Предполагается, что вхо-
дящий сюда сторонний ток J описывает про-

цесс разделения зарядов в электрически активных облаках, и потому в каждый момент
времени его пространственное распределение отвечает пространственному положению
грозовых облаков (см. рис. 5).

Уравнения (6)–(9) необходимо дополнить подходящими граничными условиями.
Мы уже отмечали, что проводимость в атмосфере в целом экспоненциально растёт с вы-
сотой; кроме того, проводимость Земли существенно выше, чем проводимость призем-
ного воздуха. Поэтому обычно приближённо считают, что обе границы Γ1 и Γ2 являются
идеальными проводниками, так что мы имеем граничные условия

E × n|Γ1 = 0, E × n|Γ2 = 0, (10)

где n обозначает внешнюю нормаль к границе области Ω (иными словами, эти условия
требуют равенства нулю тангенциальной компоненты поля E на всей границе).

При заданных 𝜎 и J соотношения (6), (7) и (10) образуют систему уравнений отно-
сительно E и rotH. Если мы каким-либо образом найдём rotH и E, мы можем отыскать
само магнитное поле H, а также пространственную плотность электрического заряда 𝜌
из уравнений (8) и (9) при условии, что для H заданы необходимые граничные условия.
Поэтому для решения исходной системы уравнений (6)–(9) достаточно найти поле E (на
самом деле H нас не будет интересовать). Из уравнения (6) вытекает пара уравнений (𝑑𝑠
указывает на интегрирование по поверхности)

div (𝜎E + J) = 0, (11)

∮
Γ1

(𝜎E + J) ⋅ n 𝑑𝑠 = 0. (12)

Уравнение (7) позволяет нам ввести потенциал электрического поля, то есть такую
функцию 𝜑, что E = − grad𝜑. С математической точки зрения это возможно, поскольку
область Ω односвязна (то есть любой лежащий в ней замкнутый контур можно стянуть
в точку); в этом случае (7) гарантирует, что интеграл от E между двумя точками не будет
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зависеть от пути интегрирования. Введя потенциал 𝜑, мы можем переписать через него
уравнения (10)–(12). Граничные условия (10) означают, что 𝜑 не меняется на каждой из
двух компонент границы, и если мы положим 𝜑 = 0 на Γ1, то значение 𝜑 на Γ2 будет
некоторой константой𝑉. Таким образом, мыприходим к следующей системе уравнений:

div �𝜎grad𝜑� = div J, (13)

∮
Γ1

𝜎grad𝜑 ⋅ n 𝑑𝑠 = ∮
Γ1

J ⋅ n 𝑑𝑠, (14)

𝜑�
Γ1
= 0, 𝜑�

Γ2
= 𝑉; (15)

здесь 𝑉— неизвестная постоянная.

§ 4. Единственность решения задачи

Система уравнений (13)–(15) может показаться несколько непривычной, поскольку
содержит дополнительное интегральное условие (14), а в граничные условия входит неиз-
вестная константа. Такая особенность связана с необычной топологией областиΩ, грани-
ца которой состоит из двух компонент связности. Покажем сейчас, что задача (13)–(15)
действительно допускает не более одного решения (и константа𝑉, таким образом, всегда
может быть однозначно определена).

Итак, пусть уравнения (13)–(15) при фиксированных 𝜎 и J допускают два различных
решения: 𝜑(1) с константой 𝑉(1) и 𝜑(2) с константой 𝑉(2). Обозначая 𝛿𝜑 = 𝜑(1) − 𝜑(2) и вычи-
тая уравнения для 𝜑(2) из соответствующих уравнений для 𝜑(1), мы приходим к системе
уравнений

div �𝜎grad 𝛿𝜑� = 0,

∮
Γ1

𝜎grad 𝛿𝜑 ⋅ n 𝑑𝑠 = 0,

𝛿𝜑�
Γ1
= 0, 𝛿𝜑�

Γ2
= 𝛿𝑉,

где 𝛿𝑉 = 𝑉(1)−𝑉(2). Дважды пользуясь классической интегральной формулой для перехо-
да между интегралами от дивергенции и интегралами по границе, мы можем записать
следующую цепочку равенств (напомним, что мы определяли n как внешнюю нормаль
к обеим компонентам границы Ω; 𝑑r указывает на интегрирование по объёму):

�
Ω

𝜎grad 𝛿𝜑 ⋅ grad 𝛿𝜑 𝑑r =

= −�
Ω

𝛿𝜑div �𝜎grad 𝛿𝜑� 𝑑r +∮
Γ1

𝛿𝜑𝜎 grad 𝛿𝜑 ⋅ n 𝑑𝑠 +∮
Γ2

𝛿𝜑𝜎 grad 𝛿𝜑 ⋅ n 𝑑𝑠 =

= 𝛿𝑉∮
Γ2

𝜎grad 𝛿𝜑 ⋅ n 𝑑𝑠 = −𝛿𝑉∮
Γ1

𝜎grad 𝛿𝜑 ⋅ n 𝑑𝑠 + 𝛿𝑉�
Ω

div �𝜎grad 𝛿𝜑� 𝑑r = 0.

Отсюда мы получаем равенство

�
Ω

𝜎 �grad 𝛿𝜑�2 𝑑r = 0,

откуда grad 𝛿𝜑 ≡ 0. Из условия 𝛿𝜑�
Γ1
= 0мыполучаем 𝛿𝜑 ≡ 0, то есть𝜑(1) ≡ 𝜑(2) и𝑉(1) = 𝑉(2).
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§ 5. Ионосферный потенциал и формула для него

Итак, мы показали, что константа 𝑉 всегда может быть однозначно определена из
системы уравнений (13)–(15). Эта константа представляет собой разность потенциалов
между поверхностью Земли и нижней ионосферой— так называемый ионосферный по-
тенциал. Ионосферный потенциал является, вероятно, наиболее фундаментальной ко-
личественной характеристикой ГЭЦ постоянного тока.

Удобно представлять решение задачи (13)–(15) в виде пары (𝜑, 𝑉). Если при фикси-
рованном распределении проводимости 𝜎 пара (𝜑(1), 𝑉(1)) — решение задачи, отвечаю-
щее источнику J(1), а пара (𝜑(2), 𝑉(2)) — решение задачи, отвечающее источнику J(2), то,
очевидно, источнику J(1) + J(2) будет отвечать решение (𝜑(1) + 𝜑(2), 𝑉(1) + 𝑉(2)) — и только
оно в силу единственности. Это даёт нам некоторый принцип суперпозиции и позволяет
говорить о вкладах в ГЭЦ и в ионосферный потенциал, например, со стороны отдельных
электрически активных облаков или со стороны облаков над конкретными областями
земной поверхности.

Оказывается, что в некоторых простых случаях ионосферный потенциал можно вы-
числить аналитически. Мы можем считать, что областьΩ, заключающая в себе атмосфе-
ру, сферически симметрична, а две компоненты границы Γ1 и Γ2 суть концентрические
сферы (см. рис. 5). Мы введём сферические координаты (𝑟, 𝜗, 𝜓) (0 ⩽ 𝜗 ⩽ 𝜋, 0 ⩽ 𝜓 < 2𝜋) так,
чтобы точка 𝑟 = 0 соответствовала общему центру обеих сфер (то есть центру Земли). Мы
будем предполагать, что поверхность Γ1 описывается уравнением 𝑟 = 𝑅0, а поверхность
Γ2 — уравнением 𝑟 = 𝑅1, где 𝑅1 > 𝑅0; таким образом,

Ω = {(𝑟, 𝜗, 𝜓) ∶ 𝑅0 < 𝑟 < 𝑅1}.

Рассмотрим задачу (13)–(15) в области Ω в случае, когда проводимость 𝜎 зависит
только от радиальной координаты 𝑟 (это справедливо, в частности, для профиля про-
водимости (4), в котором для перехода к сферическим координатам нужно положить 𝑧 =
= 𝑟 − 𝑅0). Чтобы получить формулу для ионосферного потенциала, заметим, что из (13)
и (14) следует, что при любом 𝑟 ∈ [𝑅0, 𝑅1]

∮
Γ(𝑟)

𝜎grad𝜑 ⋅ n 𝑑𝑠 = ∮
Γ(𝑟)

J ⋅ n 𝑑𝑠,

где Γ(𝑟) есть сфера радиуса 𝑟 с центром в начале координат, а n обозначает нормаль к ней.
Перепишем это соотношение в координатах (мы опускаем множитель 𝑟2):

2𝜋

�
0

𝜋

�
0

𝜎(𝑟)
𝜕𝜑
𝜕𝑟
(𝑟, 𝜗, 𝜓) sin𝜗𝑑𝜗 𝑑𝜓 =

2𝜋

�
0

𝜋

�
0

𝐽𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜓) sin𝜗𝑑𝜗 𝑑𝜓;

деля теперь обе части равенства на 𝜎(𝑟), интегрируя по 𝑟 от𝑅0 до𝑅1 ииспользуя очевидное
соотношение

𝑉 =
𝑅1

�
𝑅0

𝜕𝜑
𝜕𝑟
(𝑟, 𝜗, 𝜓) 𝑑𝑟,

мы получаем формулу для ионосферного потенциала

𝑉 =
𝑅1

�
𝑅0

1
4𝜋𝜎(𝑟)

2𝜋

�
0

𝜋

�
0

𝐽𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜓) sin𝜗𝑑𝜗 𝑑𝜓𝑑𝑟.

Заметим, что полученное выражение можно интерпретировать как обобщённый закон
Ома для ГЭЦ (впрочем, в случае произвольной зависимости 𝜎(𝑟, 𝜗, 𝜓) записать аналогич-
ное выражение затруднительно).
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§ 6. Измерения параметров глобальной электрической цепи.

Кривая Карнеги

Рис. 6. Одновременно измеренные в двух удалённых
друг от друга точках профили электрического поля (по
горизонтали в В/м) в зависимости от высоты (по верти-
кали в км). Рисунок из статьи Markson et al. [1999].

Основные характеристики
ГЭЦ, которые могут быть измерены
и измеряются эксперименталь-
но, — это ионосферный потенциал
и приземное электрическое поле
в области хорошей погоды. Несо-
мненно, ионосферный потенциал
является наиболее естественной ко-
личественной мерой интенсивности
ГЭЦ. Характерные значения ионо-
сферного потенциала — 200–300 кВ;
его можно экспериментально
определить, промерив профиль
вертикальной компоненты электри-
ческого поля с помощью зонда или
самолёта, а затем проинтегрировав
эту компоненту по высоте [Markson,
2007]. Обычно интегрирование проводится от поверхности Земли до высоты порядка
20 км: в области хорошей погоды почти всё изменение электрического потенциала
происходит в этом диапазоне высот. Как и следовало ожидать, одновременные из-
мерения этой величины в удалённых друг от друга точках земной поверхности дают
близкие результаты, что является важным экспериментальным свидетельством в пользу
концепции ГЭЦ. Пример приведён на рис. 6: разные профили поля в двух точках после
интегрирования дают значения ионосферного потенциала одного порядка.

Однако измерения ионосферного потенциала довольно сложны и дороги. Гораздо
проще и дешевле измерять электрическое поле на поверхности Земли в дни хорошей
погоды. Поскольку это поле, величина которого составляет порядка 100–200 В/м, опре-
деляется глобальной совокупностью электрически активных облаков по всей Земле, то
оно тоже в некоторой степени может характеризовать ГЭЦ постоянного тока. Проблема
заключается в том, что приземное электрическое поле обычно существенным образом
зависит от локальных факторов, в частности от возмущений проводимости (например,
из-за радона или аэрозолей). В меньшей степени этим проблемам подвержены измере-
ния в чистых условиях, например на корабле в океане или в Антарктиде на Полярном
плато.

В связи с этим уместно упомянуть о важной вехе в исследованиях атмосферного
электричества — измерениях электрического поля на корабле «Карнеги» в 1915–1929 го-
дах в Тихом, Атлантическом иИндийском океанах [Ault andMauchly, 1926; Torreson et al.,
1946; см. также Harrison, 2013] и на корабле «Мод» в 1922–1925 годах в Северном Ледови-
том океане [Sverdrup, 1926]. Главный результат, полученный в ходе этих исследований,
состоит в том, что усреднённая кривая зависимости электрического поля от абсолютно-
го времени (UTC) имеет приблизительно одинаковый вид для различных точек земной
поверхности [Mauchly, 1923]; этот вид показан на рис. 7 вверху. Впоследствии эта кривая
получила название кривой Карнеги.

Традиционная интерпретация кривой Карнеги основана на отмеченной корреля-
ции данной кривой (то есть графика усреднённой суточной вариации приземного по-
ля хорошей погоды) с графиком суточной вариации глобальной грозовой активно-
сти [Whipple and Scrase, 1936]. Эта корреляция наглядно показана на рис. 7 (более
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Рис. 7. Зависимость электрического поля хорошей по-
годы, измеренного на кораблях «Карнеги» и «Мод»
(вверху, по вертикали в процентах от среднего), и пло-
щади, занятой грозовой активностью на всей Земле и в
отдельных её регионах (внизу, по вертикали в 104 км2),
от универсального времени (по горизонтали в часах).
Рисунок из статьи Williams [2015] на основе рисунка из
работы Whipple and Scrase [1936].

современный анализ такжеподтвер-
ждает это). Такая интерпретация
позволяет рассматривать форму
кривой Карнеги как суперпози-
цию суточных циклов грозовой
активности над различными кон-
тинентами (см. рис. 7), каждый
из которых имеет выраженный
максимум около 15:00–17:00 по
местному времени в силу общих
закономерностей поведения кон-
векции над сушей. Это являет собой
ещё одно важное подтверждение
справедливости концепции ГЭЦ,
в которой распределение полей и
токов во всей атмосфере поддер-
живается электрически активными
облаками — в первую очередь
грозовыми генераторами. Различие
амплитуд двух графиков на рис. 7
обычно объясняется присутствием
в числе генераторов ГЭЦ, наряду с
грозовыми облаками, негрозовых
облаков с развитой электрической
структурой (строго говоря, следо-
вало бы рассматривать не площадь
грозовой активности, а вклады в
ионосферный потенциал).

Отметим в заключение, чтоможно такжеизмерять плотность тока хорошейпогоды,
которая в теории не должна быть подвержена влиянию локальных возмущений прово-
димости в той же мере, что и электрическое поле. Однако характерные значения этой
плотности тока довольно малы (несколько пА/м2), что делает такие измерения чрезвы-
чайно сложными.

§ 7. Столбцовые модели глобальной электрической цепи

«Входными данными» в задаче (13)–(15) являются распределения проводимости 𝜎 и
плотности стороннего тока J (причём последняя отлична от нуля лишь внутри электри-
чески активных облаков, так что, вообще говоря, уже в соотношении (14) правую часть
можно было бы не писать), а «на выходе» мы имеем распределение потенциала𝜑 и ионо-
сферный потенциал 𝑉. Так что если мы зададим каким-то образом распределение элек-
трически активных облаков в атмосфере и свяжем с ними вертикально (в контексте сфе-
рической системы координат—радиально) направленный сторонний ток, то мы сможем
попытаться решить задачу (13)–(15) и найти распределение потенциала во всей атмосфе-
ре. Это приводит нас к задаче о теоретическом моделировании ГЭЦ.

Задачу (13)–(15) можно пытаться решать численно различными методами (напри-
мер, методом конечных элементов). На рис. 8 показана рассчитанная таким образом кар-
тина силовых линий электрического поля в окрестности одного модельного облака с по-
перечным размером около 20 км [Калинин и др., 2014]. Однако ясно, что полноценное
глобальное трёхмерное моделирование ГЭЦ постоянного тока с детальным описанием
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растекания тока в окрестности всех подобных облаков-источников (которых, как принято
считать, в каждый момент времени на Земле порядка нескольких тысяч) на сегодняшний
день выглядит практически нерешаемой задачей — как из-за вычислительных трудно-
стей, так и из-за невозможности с достаточной точностью параметризовать все необхо-
димые физические явления.
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Рис. 8. Рассчитанная картина силовых линий электрического поля в окрестности модельного об-
лака с поперечным размером около 20 км. Рисунок из статьи Калинин и др. [2014].

𝑉

Ω1

Ω2

Ω3

…

Ω𝑛

Рис. 9. Схематическое разбиение модельной
атмосферы на столбцы.

Однако почти для всех глобальных задач,
связанных с ГЭЦ, такая точность описания и не
требуется: на практике нас обычно интересует
ионосферный потенциал, региональные вкла-
ды в него либо электрическое поле в области
хорошей погоды (далеко от всех источников),
причём даже не сами значения, а их динами-
ка во времени (при изменении источников).
Для вычисления этих величинможно восполь-
зоваться крупномасштабным описанием всех
процессов: разбить всю модельную атмосферу
Ω на отдельные крупномасштабные столбцы
Ω1, Ω2, … ,Ω𝑛 (рис. 9), пренебречь «поперечны-
ми» токами в атмосфере (за исключением то-
ков на поверхностях Γ1 и Γ2) и аппроксими-
ровать задачу одномерной в каждом столбце.
Возможность такого описания ГЭЦ следует из
многочисленных экспериментальных и теоре-
тических исследований: известно, что в целом
в областях источников ток течёт вверх, а в областях хорошей погоды ток течёт вниз. Бо-
лее сложная структура растекания тока в окрестности облаков — источников ГЭЦ (см.
рис. 8) компенсируется введением эффективных значений плотности тока зарядки; вли-
яние прочих неоднородностей также снижается при глобальном усреднении.

После разбиения атмосферы на столбцы и перехода к одномерной аппроксимации
задаче о ГЭЦ соответствует схема, приведённая на рис. 10. Пусть в 𝑖-ом столбце прово-
димость, вертикальная компонента плотности тока зарядки и потенциал описываются
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𝜎1(𝑧)

𝐽1(𝑧)

𝜑1(𝑧)

𝜎2(𝑧)

𝐽2(𝑧)

𝜑2(𝑧)

𝜎𝑛(𝑧)

𝐽𝑛(𝑧)

𝜑𝑛(𝑧)𝑉

𝐼1 𝐼2 𝐼𝑛

Рис. 10. Геометрия столбцовой модели ГЭЦ
постоянного тока в наиболее общей ситуа-
ции.

функциями 𝜎𝑖(𝑧), 𝐽𝑖(𝑧) и 𝜑𝑖(𝑧); тогда уравнение
непрерывности (13) можно записать в виде

𝑑
𝑑𝑧 �

−𝜎𝑖(𝑧)
𝑑𝜑𝑖
𝑑𝑧
(𝑧) + 𝐽𝑖(𝑧)� = 0,

откуда

−𝜎𝑖(𝑧)
𝑑𝜑𝑖
𝑑𝑧
(𝑧) + 𝐽𝑖(𝑧) =

𝐼𝑖
𝑆𝑖
,

где 𝑆𝑖 — площадь соответствующего столбца,
а 𝐼𝑖 — соответствующий вертикальный ток, не
зависящий от высоты; отсюда, в частности, яс-
но, что условие (14) можно записать в виде

𝑛
�
𝑖=1
𝐼𝑖 = 0. (16)

Далее, интегрируя соотношение

𝑑𝜑𝑖
𝑑𝑧
(𝑧) =

𝐽𝑖(𝑧)
𝜎𝑖(𝑧)

−
𝐼𝑖

𝑆𝑖𝜎𝑖(𝑧)
(17)

от поверхности Земли 𝑧 = 0 до внешней границы атмосферы 𝑧 = 𝐻 (где 𝐻 = 𝑅1 − 𝑅0) с
учётом граничных условий (15), мы получаем

𝑉 =
𝐻

�
0

𝐽𝑖(𝑧) 𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

−
𝐼𝑖
𝑆𝑖

𝐻

�
0

𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

. (18)

Исключая с помощью (16) токи из уравнений (18), нетрудно получить формулу для ионо-
сферного потенциала:

𝑉 =
𝑛
�
𝑖=1

𝑆𝑖
𝐻

�
0

𝐽𝑖(𝑧) 𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

𝐻

�
0

𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

�
𝑛
�
𝑖=1

𝑆𝑖
𝐻

�
0

𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

. (19)

§ 8. Эквивалентный электрический контур

Формула (19) действительно выражает ионосферный потенциал в терминах прово-
димости и плотности тока зарядки. Следует, однако, понимать, что сама запись (19) опи-
сывает наиболее общую ситуацию, когда в каждом столбце модельной атмосферы зада-
ныфункции 𝜎𝑖(𝑧)и 𝐽𝑖(𝑧). Напрактике сторонние токиобычнопараметризуют ступенчатой
функцией вида

𝐽𝑖(𝑧) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐽0𝑖, 𝑧−𝑖 < 𝑧 < 𝑧+𝑖 ,
0, иначе,

где 𝐽0𝑖—константа, а 𝑧−𝑖 и 𝑧+𝑖 —нижняя и верхняя границы области, в которой происходит
разделение зарядов в 𝑖-ом столбце (то есть области смешанной фазы внутри облака). Это
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сводит формулу (19) к

𝑉 =
𝑛
�
𝑖=1

𝑆𝑖𝐽0𝑖

𝑧+𝑖

�
𝑧−𝑖

𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

𝐻

�
0

𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

�
𝑛
�
𝑖=1

𝑆𝑖
𝐻

�
0

𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

. (20)

𝑅11

𝑅21

𝑅31

𝑅12

𝑅22

𝑅32

𝑅1𝑛

𝑅2𝑛

𝑅3𝑛

𝐼01 𝐼02 𝐼0𝑛
𝑉

𝐼1 𝐼2 𝐼𝑛

Рис. 11. Эквивалентная электротехническая схема
для столбцовой модели ГЭЦ в общей ситуации.

Разумеется, в реальности в столбцах, со-
ответствующих области хорошей пого-
ды, 𝐽0𝑖 = 0, поэтому они не дают вклада
в числитель формулы (20).

Столбцовое представление ГЭЦ,
изображённое на рис. 10, может быть
представлено в виде эквивалентного
электрического контура, приведённого
на рис. 11. Закон Ома вида

j = −𝜎 grad𝜑 + J,

или

−grad𝜑 =
j

𝜎
−
J

𝜎
,

приводит к тому, что в каждом столбце
область источников можно представить в
виде параллельно соединённых источни-
ка тока, поддерживающего ток 𝐼0𝑖, и рези-
стора с сопротивлением 𝑅2𝑖. В то же вре-
мя области ниже области источников и области выше области источников соответствуют
резисторы с сопротивлениями 𝑅1𝑖 и 𝑅3𝑖 соответственно. В терминах 𝜎𝑖(𝑧) и 𝐽0𝑖 эти величи-
ны можно выразить как

𝐼0𝑖 = 𝐽0𝑖𝑆𝑖, 𝑅1𝑖 =
1
𝑆𝑖

𝑧−𝑖

�
0

𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

, 𝑅2𝑖 =
1
𝑆𝑖

𝑧+𝑖

�
𝑧−𝑖

𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

, 𝑅3𝑖 =
1
𝑆𝑖

𝐻

�
𝑧+𝑖

𝑑𝑧
𝜎𝑖(𝑧)

.

Записывая для ветвей эквивалентной электротехнической схемы, изображённой на
рис. 11, правила Кирхгофа, мы получаем 𝑛 уравнений вида

−𝑉 = 𝐼𝑖𝑅1𝑖 + (𝐼𝑖 − 𝐼0𝑖) 𝑅2𝑖 + 𝐼𝑖𝑅3𝑖,

а также уравнение (16). Находя из этих уравнений 𝑉, мы приходим к формуле

𝑉 =
𝑛
�
𝑖=1

𝐼0𝑖𝑅2𝑖
𝑅1𝑖 + 𝑅2𝑖 + 𝑅3𝑖

�
𝑛
�
𝑖=1

1
𝑅1𝑖 + 𝑅2𝑖 + 𝑅3𝑖

,

которая представляет собой просто другую запись выражения (20). Отсюда ясно, что, по
существу, формула (19) выражает значение разности потенциалов, определяемое прави-
лами Кирхгофа для электрического контура, изображённого на рис. 11.

Если ещё больше упростить описание ГЭЦ и сгруппировать все области электри-
чески активных облаков в один столбец, а все области хорошей погоды в другой, то по-
лучится эквивалентная схема, показанная на рис. 12. Благодаря своей наглядности такая
простая схема иногда может быть полезна для качественного анализа задач об атмосфер-
ном электричестве.
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𝐼0

𝐼

𝐼

𝑉

Рис. 12. Простейшая электротехниче-
ская схема, описывающая ГЭЦ.

Например, с помощью схемы рис. 12 нетрудно
оценить многие параметры ГЭЦ, зная характерные
значения ионосферного потенциала. Мы можем
воспользоваться тем, что электрически активные
облака покрывают лишь очень малую часть зем-
ной поверхности, и приближённо заменить пло-
щадь области хорошей погоды на полную площадь
поверхности Земли 𝑆0. Тогда, приняв экспоненци-
альный профиль проводимости (4), мы можем оце-
нить сопротивление области хорошей погоды:

𝑅′ ≈
1
𝑆0

𝐻

�
0

𝑑𝑧
𝜎(𝑧)

=
𝐷
𝜎0𝑆0

�1 − exp �−
𝐻
𝐷��

≈
𝐷
𝜎0𝑆0

,

где мы воспользовались тем, что отношение𝐻/𝐷 достаточно большое. Несложное вычис-
ление даёт значение 𝑅′ порядка 200Ом; поскольку ионосферный потенциал𝑉 составляет
порядка 200–300 кВ, мы получаем отсюда полный ток в ГЭЦ 𝐼 = 𝑉/𝑅′ = 𝑉𝜎0𝑆0/𝐷 порядка
1 кА и плотность тока хорошей погоды 𝑗 = 𝐼/𝑆0 = 𝑉𝜎0/𝐷 порядка 2пА/м2. Отсюда, в част-
ности, следует оценка для величины приземного электрического поля хорошей погоды
𝐸 = 𝑗/𝜎0 = 𝑉/𝐷, что даёт порядка 50В/м. Это значение несколько ниже, чем встречающиеся
на практике, однако этому не следует удивляться, поскольку профиль проводимости (4)
всё-таки существенно упрощает реальную ситуацию.

§ 9. Заряд Земли и распределение заряда в атмосфере

Полный заряд Земли 𝑄 можно выразить по теореме Гаусса через приземное элек-
трическое поле (напомним, что n у нас обозначает внешнюю нормаль к границе области
Ω):

𝑄 = −
1
4𝜋 ∮

Γ1

E ⋅ n 𝑑𝑠 =
1
4𝜋 ∮

Γ1

𝐸𝑟 𝑑𝑠. (21)

Известно, что в областях хорошей погоды электрическое поле у поверхности Земли на-
правлено вниз, а его величина составляет порядка 100 В/м. Часто можно услышать следу-
ющее рассуждение: поскольку электрически активные облака (источники ГЭЦ) занима-
ют очень небольшую долю площади земной поверхности, то можно ими пренебречь,
умножить это значение на площадь поверхности Земли 4𝜋𝑅2

0 и оценить таким обра-
зом интеграл в формуле (21); в результате получится значение заряда Земли порядка
−5 ⋅ 105Кл. Это рассуждение ошибочно: хотя электрически активные облака и занимают
лишь малую часть земной поверхности, электрическое поле под ними на порядки боль-
ше, чем поле хорошей погоды, так что пренебрегать этой областью при оценках никак
нельзя.

Поскольку мы предполагаем отсутствие сторонних токов вне электрически актив-
ных облаков, то формулу (12) можно переписать в виде

−∮
Γ1

𝜎E ⋅ n 𝑑𝑠 = ∮
Γ1

𝜎𝐸𝑟 𝑑𝑠 = 0;

если считать проводимость на поверхности Земли постоянной, то отсюда немедленно
будет следовать равенство нулю заряда, определяемого формулой (21). Разумеется, в ре-
альности проводимость зависит от широты и долготы, к тому же на неё могут влиять
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различные локальные факторы; по этой причине трудно уверенно говорить даже о знаке
суммарного заряда Земли — не то что о его величине.

Не следует также думать, что заряд в ГЭЦ постоянного тока сосредоточен только на
граничных поверхностях Γ1 и Γ2 — подобно заряду на обкладках конденсатора в элек-
тростатике. Зная (с какой-то точностью) распределение потенциала в атмосфере, мы все-
гда можем найти пространственную плотность заряда из уравнения (9). Например, для
столбцовой аппроксимации ГЭЦ, показанной на рис. 10, мы можем воспользоваться (17)
и выразить плотность заряда в 𝑖-ом столбце как

𝜌𝑖(𝑧) =
1
4𝜋

𝑑
𝑑𝑧 �

−
𝑑𝜑𝑖
𝑑𝑧 �

(𝑧) =
𝐼𝑖

4𝜋𝑆𝑖
𝑑
𝑑𝑧 �

1
𝜎𝑖
� (𝑧) −

1
4𝜋

𝑑
𝑑𝑧 �

𝐽𝑖
𝜎𝑖
� (𝑧).

Интегрируя это уравнение и пользуясь тем, что 𝐽𝑖(𝑧) ≠ 0 лишь внутри облаков — источ-
ников ГЭЦ, мы можем рассчитать суммарный заряд в столбе воздуха:

𝑄𝑖 = 𝑆𝑖
𝐻

�
0

𝜌𝑖(𝑧) 𝑑𝑧 =
𝐼𝑖
4𝜋 �

1
𝜎𝑖(𝐻)

−
1

𝜎𝑖(0)
� . (22)

При этом плотность заряда на поверхности Земли 𝑧 = 0 (определяемую, как обычно,
скачком электрического поля) опять-таки в силу (17) можно выразить как

𝑠𝑖 =
1
4𝜋 �

−
𝑑𝜑𝑖
𝑑𝑧 �

(0) =
𝐼𝑖

4𝜋𝑆𝑖
1

𝜎𝑖(0)
. (23)

Это означает, что в рамках столбцовой модели суммарный заряд на поверхности Земли в
𝑖-ом столбце 𝑠𝑖𝑆𝑖 практически полностью компенсируется зарядом 𝑄𝑖 соответствующего
столба атмосферы (напомним, что 𝜎𝑖(𝐻) ≫ 𝜎𝑖(0) в силу экспоненциального роста прово-
димости с высотой; небольшая разница между 𝑠𝑖𝑆𝑖 и𝑄𝑖 в такой модели связана с зарядом
на условно поставленной внешней границе 𝑧 = 𝐻).

Глядя ещёраз на уравнения (22) и (23), мы видим, что в областях источников ГЭЦ (где
𝐼𝑖 > 0) суммарный заряд столба атмосферы отрицателен, а заряд на поверхности Земли
положителен. В областях же хорошей погоды (где 𝐼𝑖 < 0) имеет место обратная ситуа-
ция: положительный заряд столба атмосферы и отрицательный заряд на поверхности
Земли. Мы уже отмечали, что если собрать воедино все области хорошей погоды, то сум-
марный заряд на поверхности Земли в них составит порядка −5⋅105Кл. Однако теперь мы
понимаем, что в то же время и суммарный заряд на поверхности Земли в области источ-
ников, и суммарный заряд всего столба атмосферы в области хорошей погоды составят
порядка тех же 5 ⋅ 105Кл (но с другим знаком). Суммарный же заряд столба атмосферы в
области источников должен компенсировать заряд на поверхности Земли в этом столбе
и составлять порядка −5 ⋅ 105Кл. Разумеется, эти оценки не вполне точны из-за неточно-
сти столбцового приближения, но они проясняют качественную картину распределения
зарядов в ГЭЦ.

§ 10. Параметризация ионосферного потенциала

в моделях климата и прогноза погоды

Мы уже обсуждали, как можно моделировать ГЭЦ, если мы знаем распределение
источников. Обсудим теперь вопрос о том, откуда взять это распределение.Мыпокажем,
как можно оценить распределение сторонних токов и рассчитать ионосферныйпотенци-
ал по данным из моделей динамики атмосферы (моделей климата и прогноза погоды).
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В каждой модели динамики атмосферы у нас есть какая-то сетка на поверхности
Земли. Для вычисления вкладов ячеек этой сетки в ионосферный потенциал мы восполь-
зуемся формулой (20). Предполагая простейший экспоненциальный профиль проводи-
мости (4) во всей атмосфере, считая, что все сторонние токи 𝐽0𝑖 равны одной и той же
величине 𝐽0 (некому характерному значению) и разбивая каждую ячейку модельной сет-
ки на два столбца, один из которых объединяет источники, а другой— всё остальное, мы
можем переписать формулу (20) в виде

𝑉 =�
𝑖

𝛼𝑖𝑆𝑖𝐽0
𝑆0

𝑧+𝑖

�
𝑧−𝑖

𝑑𝑧
𝜎(𝑧)

= �
𝑖

𝐽0𝐷𝛼𝑖𝑆𝑖
𝜎0𝑆0

�exp �−
𝑧−𝑖
𝐷
� − exp �−

𝑧+𝑖
𝐷 ��

, (24)

где 𝑆0 — полная площадь поверхности Земли, сумма берётся по всем ячейкам модель-
ной сетки и для 𝑖-ой ячейки 𝑆𝑖 обозначает полную площадь поверхности, а 𝛼𝑖 — её долю,
занятую электрически активными облаками (𝑧−𝑖 и 𝑧+𝑖 , как и ранее, обозначают нижнюю и
верхнюю границы области смешанной фазы в облаке, где происходит разделение заря-
дов).

Мы приближённо отождествляем электрически активные облака с областями глу-
бокой конвекции и вычленяем соответствующие ячейки модельной сетки с помощью
критерия, основанного на рассчитанной доступной конвективной потенциальной энер-
гии (convective available potential energy, CAPE): если среднее значение 𝜀𝑖 максималь-
ной (по высоте точки расчёта) CAPE в 𝑖-ой ячейке не превышает пороговое значение
𝜀0 = 1 кДж/кг, то мы предполагаем, что 𝛼𝑖 = 0 (то есть такие столбцы не дают вклада
в (24)). Для остальных ячеек мы следуем идее, предложенной в работеMareev and Volodin
[2014], и предполагаем, что занятая источниками доля площади 𝛼𝑖 пропорциональна от-
ношению конвективных осадков 𝑃𝑖 за некоторый период времени (порядка 1–2 часов) к
полному количеству запасённой влаги в столбе воздуха𝑊𝑖, то есть 𝛼𝑖 = 𝑘𝑃𝑖/𝑊𝑖 с некоторым
коэффициентом 𝑘.

Здесь необходимы некоторые пояснения. Прежде всего, отметим, что конвективные
осадки— это часть рассчитываемых в моделях осадков, связанная с конвекцией; они наи-
более интенсивны в тропиках, где как раз и сосредоточены основные источники ГЭЦ по-
стоянного тока. Другая часть — неконвективные осадки — не связана с облаками глубо-
кой конвекции и не играет такой же роли для ГЭЦ (можно сказать, что два типа осадков
соответствуют баротропной и бароклинной неустойчивости в атмосфере).

В качестве мотивации оценки 𝛼𝑖 = 𝑘𝑃𝑖/𝑊𝑖 можно привести следующее рассуждение.
Рассмотрим небольшой объём воздуха, поднимаемый вверх конвекцией (там, где нахо-
дится облако).Мыпредполагаем, что за время подъёма этого объёма воздуха вся запасён-
ная влага в этом месте выпадет в осадки; в той же области, где конвекции и облаков нет, в
осадки ничего не выпадает. Это позволяет оценить долю площади, занятую в ячейке мо-
дельной сетки конвекцией и облаками, как отношение количества осадков, выпадающих
за характерное время подъёма воздуха наверх, к полному количеству запасённой влаги
в столбе над этой ячейкой. В реальности временные интервалы, которые мы используем
для расчёта 𝑃𝑖, несколько больше типичных времён подъёма воздуха, однако мы можем
предположить наличие некоторой пропорциональности между ними и считать, что до-
ля площади, занятая конвекцией, пропорциональна 𝑃𝑖/𝑊𝑖 с некоторым коэффициентом
пропорциональности 𝑘. Разумеется, это рассуждение довольно грубое и несколько спеку-
лятивное, но на практике оказывается, что оно даёт параметризацию, которая работает
лучше всех остальных предложенных на настоящий момент.

Подставляя наше выражение для 𝛼𝑖 в (24), мы приходим к следующей параметриза-
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Рис. 13. Суточная вариация рассчитанного в моделиWRF ионосферного потенциала (слева) и из-
меренного на станции Восток в Антарктиде градиента потенциала (справа) в период с октября по
февраль в годы сильных Эль-Ниньо и Ла-Нинья (2006–2016). Линии из точек показывают откло-
нения в одну стандартную ошибку, числа в случае измерений показывают число дней хорошей
погоды. Рисунок из статьи Slyunyaev et al. [2021].

ции ионосферного потенциала:

𝑉 =�
𝑖

𝐽0𝑘𝐷𝑆𝑖
𝜎0𝑆0

𝑃𝑖
𝑊𝑖

�exp �−
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𝐷
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×
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или, отбрасывая не интересующие нас постоянные коэффициенты,

𝑉 ∝�
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�exp �−
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⎧⎪⎨
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0, 𝜀𝑖 < 𝜀0,
1, 𝜀𝑖 ⩾ 𝜀0.

(25)

При вычислениях границы 𝑧−𝑖 и 𝑧+𝑖 области смешанной фазы можно отождествить
с высотами изотерм 0 °C и около −40 °C соответственно. Для вычисления региональных
вкладов в ионосферный потенциал достаточно ограничить суммирование в формуле (25)
на ячейки сетки, соответствующие нужному региону.

Приведём в заключение одну иллюстрацию. На рис. 13 слева показан пример рас-
чёта суточной вариации ГЭЦ постоянного тока с помощью описанной выше параметри-
зации в модели прогноза погоды WRF (Weather Research and Forecasting model). Расчёт
был проведён для периодов с октября по февраль отдельно в годы сильных событий Эль-
Ниньо и в годы сильных событий Ла-Нинья (на протяжении 2006–2016 годов). Эль-Ниньо
и Ла-Нинья — это две противоположные фазы климатической моды Эль-Ниньо —Юж-
ное колебание, которая существенным образом возмущает конвекцию в тропиках и че-
рез это опосредованно влияет и на ГЭЦ постоянного тока. Для сравнения справа на том
же рисунке показаны результаты измерений приземного электрического поля на стан-
ции Восток в Антарктиде за тот же период времени. Сравнивая два рисунка, мы видим,
что модель, во-первых, неплохо воспроизводит форму классической кривой Карнеги, хо-
тя и недооценивает амплитуду вариации. Во-вторых, мы видим, что относительный эф-
фект — искажение формы кривой Карнеги во время событий Эль-Ниньо и Ла-Нинья в
определённые часы—моделирование передаёт достаточно хорошо (более того, конкрет-
но в данном случае эффект был сначала обнаружен в моделировании и лишь затем най-
ден в данных наблюдений). Однакопреимуществомоделирования заключается в том, что
можно не только заметить эффект, но и детально объяснить его, рассмотрев изменения
вкладов различных регионов в ионосферный потенциал во время событий Эль-Ниньо
и Ла-Нинья и связав их с изменениями паттернов конвекции [см. подробнее Slyunyaev
et al., 2021]. Приведённый пример, помимо прочего, показывает, что ГЭЦ постоянного
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тока тесно связана с состоянием климатической системы Земли и является важной ча-
стью земной системы.

Часть 2. Глобальная электрическая цепь

переменного тока

§ 1. Уравнения для электрического и магнитного полей

Перейдём теперь к обсуждению ГЭЦ переменного тока. Напомним, что под ГЭЦ
переменного тока понимаются шумановские резонансы — низкочастотные колебания,
возбуждаемые в резонаторе Земля — ионосфера всей совокупностью молниевых разря-
дов [Блиох и др., 1977; Sentman, 1995; Surkov and Hayakawa, 2014, гл. 4; Nickolaenko and
Hayakawa, 2014; Price, 2016]. Сам тот факт, что пространство между поверхностью Земли
и ионосферой образует резонатор, обеспечивается их высокой проводимостью. Суще-
ствование соответствующих резонансов было сначала предсказано Шуманом теоретиче-
ски [Schumann, 1952], и лишь позже они были обнаружены экспериментально [Balser and
Wagner, 1960]. Здесь мы в основном сфокусируемся на теоретической задаче о шуманов-
ских резонансах. В литературе можно встретить различные подходы к этой задаче; мы
попробуем описать простейшую модель резонансов, допускающую учёт проводимости.

Ω

Γ1

Γ2

𝜎(r)

J(r, 𝑡)

E(r, 𝑡), H(r, 𝑡)

Рис. 14. Геометрия задачи о ГЭЦ переменно-
го тока. Стрелками схематически показано
распределение плотности тока источников J,
отличной от нуля только вмолниевых разря-
дах.

Уравнения ГЭЦ переменного тока полу-
чаются из нестационарных уравнений Макс-
велла.Мы снова рассматриваем атмосферу как
областьΩ, граница которой состоитиз двух ча-
стей—поверхности Земли Γ1 иохватывающей
её внешней границы Γ2 (см. рис. 14). Как и в
случае ГЭЦ постоянного тока, в роли источни-
ка здесь будет выступать плотность стороннего
тока J, однако теперь это будет не ток зарядки в
электрически активных облаках, а ток перено-
са заряда в молниевых разрядах. В этом случае
из уравнений Максвелла с учётом обобщённо-
го закона Ома (5) можно выделить пару урав-
нений для напряжённости электрического по-
ля E и напряжённости магнитного поля H:

rotH =
1
𝑐
𝜕E
𝜕𝑡

+
4𝜋
𝑐
(𝜎E + J) , (26)

rotE = −
1
𝑐
𝜕H
𝜕𝑡
, (27)

где 𝜎—проводимость (которую мы предпола-
гаемпостоянной во времени), 𝑐—скорость све-

та, 𝑡—время. Предполагается, что пространственно-временное распределение сторонне-
го тока J соответствует пространственно-временному распределению молниевых разря-
дов (см. рис. 14). Другая пара уравнений Максвелла нам не потребуется.

Каки в случае ГЭЦпостоянного тока, в качестве граничных условиймыможемполо-
жить равенство нулю тангенциальной компоненты электрического поля на всей границе:

E × n|Γ1 = 0, E × n|Γ2 = 0, (28)

где n обозначает внешнюю нормаль к границе области Ω.
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Для дальнейшего анализа мы применим к уравнениям преобразование Фурье по
времени. Введём комплексные амплитуды частотного спектра E𝜔,H𝜔 и J𝜔, связанные с E,
H и J формулами

E𝜔(r, 𝜔) =
∞

�
−∞

E(r, 𝑡) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡, H𝜔(r, 𝜔) =
∞

�
−∞

H(r, 𝑡) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡, J𝜔(r, 𝜔) =
∞

�
−∞

J(r, 𝑡) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡,

E(r, 𝑡) =
1
2𝜋

∞

�
−∞

E𝜔(r, 𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔, H(r, 𝑡) =
1
2𝜋

∞

�
−∞

H𝜔(r, 𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔, J(r, 𝑡) =
1
2𝜋

∞

�
−∞

J𝜔(r, 𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

(здесь и в дальнейшем r— вектор пространственных координат). На практике нас будут
главным образом интересовать именно спектры, а не сами исходные поля.

Применяя описанное выше преобразование Фурье к уравнениям (26) и (27), мы по-
лучаем следующие уравнения для комплексных спектральных амплитуд:

rotH𝜔 =
𝑖𝜔
𝑐
𝜀E𝜔 +

4𝜋
𝑐
J𝜔, (29)

rotE𝜔 = −
𝑖𝜔
𝑐
H𝜔, (30)

где для краткости мы ввели комплексную диэлектрическую проницаемость

𝜀(r, 𝜔) = 1 +
4𝜋𝜎(r)
𝑖𝜔

. (31)

Преобразованные граничные условия (28) выглядят так же:

E𝜔 × n|Γ1 = 0, E𝜔 × n|Γ2 = 0 (32)

(здесь и далее под скалярными и векторными произведениями комплекснозначных век-
торов мы понимаем произведения, унаследованные с обычных скалярных и векторных
произведений в трёхмерном пространстве; если A = a1 + 𝑖a2 и B = b1 + 𝑖b2, где a1,2 и
b1,2—обычные векторы в действительном трёхмерномпространстве, то, например,A⋅B =
= a1 ⋅ b1 + 𝑖a2 ⋅ b1 + 𝑖a1 ⋅ b2 − a2 ⋅ b2).

§ 2. О единственности решения задачи

Прежде чем переходить непосредственно к решению системы уравнений (29), (30),
(32), выясним, при каких условиях эта задача будет иметь единственное решение.

Пусть при фиксированном значении частоты 𝜔 комбинации полей (E𝜔1 ,H𝜔
1 ) и

(E𝜔2 ,H𝜔
2 )— два решения задачи (29), (30), (32) с одним и тем же источником J𝜔 и одной и

той же проводимостью 𝜎. Вычитая из уравнений (29), (30) и (32) для E𝜔1 иH𝜔
1 аналогичные

уравнения для E𝜔2 иH
𝜔
2 , мы получим для разностных полей 𝛿E𝜔 = E𝜔1 −E𝜔2 и 𝛿H𝜔 = H𝜔

1 −H𝜔
2

задачу с нулевым источником:

rot 𝛿E𝜔 = −
𝑖𝜔
𝑐
𝛿H𝜔,

rot 𝛿H𝜔 =
𝑖𝜔
𝑐
𝜀𝛿E𝜔,

𝛿E𝜔 × n|Γ1 = 0, 𝛿E𝜔 × n|Γ2 = 0.

Применяя известное тождество векторного анализа к 𝛿E𝜔 и 𝛿H𝜔 (здесь и далее чертой мы
обозначаем комплексное сопряжение), мы можем написать:

div(𝛿E𝜔 × 𝛿H𝜔) = 𝛿H𝜔 ⋅ rot 𝛿E𝜔 − 𝛿E𝜔 ⋅ rot 𝛿H𝜔.
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Подставляя сюда выражения для rot 𝛿E𝜔 и rot 𝛿H𝜔 из приведённых выше уравнений, мы
получаем:

div(𝛿E𝜔 × 𝛿H𝜔) = −
𝑖𝜔
𝑐
|𝛿H𝜔|2 +

𝑖𝜔
𝑐
𝜀|𝛿E𝜔|2

(здесь и далее мы используем обозначение |A| для квадратного корня из A ⋅ A; если A =
= a1+𝑖a2 с действительными a1,2, то, как легко видеть, |A|2 = |a1|2+|a2|2, то есть эта величина
всегда действительна и неотрицательна).

Проинтегрируем теперь полученное равенство по областиΩ и сразу перейдём в ле-
вой части к интегралу по границе, а в правую подставим выражение (31) для 𝜀:

∮
Γ1

�𝛿E𝜔 × 𝛿H𝜔� ⋅ n 𝑑𝑠 +∮
Γ2

�𝛿E𝜔 × 𝛿H𝜔� ⋅ n 𝑑𝑠 =

= −
𝑖𝜔
𝑐 �

Ω

|𝛿H𝜔|2 𝑑r +
𝑖𝜔
𝑐 �

Ω

|𝛿E𝜔|2 𝑑r −
4𝜋
𝑐 �

Ω

𝜎|𝛿E𝜔|2 𝑑r

(напомним, что n обозначает внешнюю по отношению к области Ω нормаль как в слу-
чае поверхности Γ1, так и в случае поверхности Γ2). В силу граничных условий (32) оба
подынтегральных выражения в левой части равенства тождественно равны нулю; отсюда
вытекает тождество

�
Ω

|𝛿E𝜔|2 𝑑𝑉 −�
Ω

|𝛿H𝜔|2 𝑑𝑉 =
4𝜋
𝑖𝜔 �

Ω

𝜎|𝛿E𝜔|2 𝑑𝑉.

Взяв отдельно действительную и мнимую часть от этого соотношения, мы получим пару
равенств

�
Ω

|𝛿E𝜔|2 𝑑𝑉 = �
Ω

|𝛿H𝜔|2 𝑑𝑉, �
Ω

𝜎|𝛿E𝜔|2 𝑑𝑉 = 0. (33)

В дальнейшем нас будут интересовать два случая. Во-первых, мы будем рассматри-
вать задачу с некоторым распределением проводимости 𝜎 в атмосфере, считая при этом,
что проводимость не обращается в нуль ни в одной точке. Такое предположение соот-
ветствует реальной физической задаче о резонансах в полости Земля — ионосфера. Во-
вторых, мы будем рассматривать идеализированную задачу с непроводящей атмосфе-
рой, в которой 𝜎 ≡ 0. Эта задача интересна нам с точки зрения классических результатов
о шумановских резонансах, получаемых в этом приближении.

В случае задачи с проводящей средой и 𝜎 ≠ 0 второе из равенств (33) позволяет за-
ключить, что 𝛿E𝜔 ≡ 0, а тогда из первого равенства немедленно следует, что и 𝛿H𝜔 ≡ 0.
Иными словами, в этом случае мы получаем, что E𝜔1 ≡ E𝜔2 и H𝜔

1 ≡ H𝜔
2 , то есть задача (29),

(30), (32) допускает не более одного решения.
В случае же непроводящей среды, когда 𝜎 ≡ 0, второе равенство в (33) и так тожде-

ственно выполняется, и мы имеем лишь равенство интегралов от |𝛿E𝜔|2 и |𝛿H𝜔|2. В этой за-
даче единственность решения в общем случае гарантировать нельзя. Сама задача в отсут-
ствие проводимости сводится к обычной задаче о резонаторе из классической электро-
динамики; как известно, на некоторых частотах в такой задаче действительно возможны
собственные колебания резонатора без источников. Известно, что в такой задаче можно
выбрать ортогональный (в некотором смысле) набор собственных мод, а соленоидальную
часть полей можно искать в виде разложения по этим модам; потенциальная же часть
полей не имеет резонансной природы [см., например, Вайнштейн, 1988, гл. 15, 16].
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§ 3. Качественный анализ задачи

Перейдём теперь к решению задачи (29), (30), (32). Мы снова будем считать, что об-
ластьΩ сферически симметрична и в привязанных к центру Земли сферических коорди-
натах (𝑟, 𝜗, 𝜑) описывается как

Ω = {(𝑟, 𝜗, 𝜑) ∶ 𝑅0 < 𝑟 < 𝑅1},

а две компоненты границы Γ1 и Γ2 являются концентрическими сферами 𝑟 = 𝑅0 и 𝑟 = 𝑅1
(см. рис. 14). Ранее при рассмотрении ГЭЦ постоянного тока мы обозначали азимуталь-
ный угол буквой 𝜓, дабы избежать путаницы с потенциалом, но в контексте ГЭЦ пере-
менного тока такой проблемы нет, так что мы будем использовать более традиционное
обозначение для сферических координат.

Сначала обсудим задачу на качественном уровне. Если пренебречь проводимостью
(𝜎 ≡ 0) и рассмотреть задачу без источников (J𝜔 ≡ 0), то уравнения (29), (30) будут описы-
вать электромагнитные волны, а собственные моды резонатора будут чем-то вроде стоя-
чих волн. Не решая пока ничего математически строго, постараемся оценить диапазон
частот, в котором мы можем ожидать найти резонансы в рассматриваемой нами геомет-
рии [ср. Блиох и др., 1977, гл. 1, § 2, с. 7].

Предположим сначала, что электромагнитная волна на частоте 𝜔 (то есть с длиной
волны 2𝜋𝑐/𝜔) распространяется вдоль поверхности Земли и некоторым образом оббегает
Землю по кругу (мы не задумываемся пока над тем, в какой степени в действительности
возможно такое решение). Резонансы будут соответствовать ситуации, когда волна по-
вторяет саму себя после полного обхода планеты; это означает, что длина окружности
Земли 2𝜋𝑅0 должна равняться целому числу 𝑙 длин волн, то есть должно выполняться
2𝜋𝑅0 = 2𝜋𝑐/𝜔 ⋅ 𝑙. Из этого условия мы получаем оценку для резонансных частот:

𝜔 =
𝑐𝑙
𝑅0
.

Разумеется, такое рассмотрение является нестрогим и качественным: в реальности
в сферической геометрии мы не можем сформировать описанную конструкцию из бегу-
щей «по кругу» периодической волны. Точное решение уравнений в сферических коор-
динатах приводит к классической формуле Шумана [Schumann, 1952]

𝜔 ≈
𝑐√𝑙 (𝑙 + 1)

𝑅0
. (34)

Мы выведем эту формулу позже; сейчас же нам важно лишь то, что частоты таких попе-
речных (по отношению к радиальному направлению) резонансов подчиняются условию
𝜔 ∼ 𝑐/𝑅0.

Если мы теперь «запустим» волну не вдоль поверхности Земли, а в радиальном на-
правлении, то с учётом граничных условий (32) резонансной структуре будет отвечать си-
туация, когда между граничными поверхностями укладывается целое число 𝑛 полуволн:
𝑅1 − 𝑅0 = 𝜋𝑐/𝜔 ⋅ 𝑛, то есть

𝜔 =
𝑐𝜋𝑛

𝑅1 − 𝑅0
.

Таким образом, для резонансных структур в радиальном направлении частота будет
иметь порядок 𝜔 ∼ 𝑐𝜋/ (𝑅1 − 𝑅0). Поскольку 𝑅1 − 𝑅0 ≪ 𝑅0, такие резонансы будут иметь
намного более высокую частоту, нежели поперечные резонансы, для которых, как мы ви-
дели выше, 𝜔 ∼ 𝑐/𝑅0.
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Приведённые выше соображения подсказывают нам, что основные резонансы в рас-
сматриваемой нами ситуации связаны с чисто поперечными геометрическими структу-
рами колебаний и частотным диапазоном 𝜔 ∼ 𝑐/𝑅0 (в случае комбинации радиальных
и поперечных структур частота будет определяться главным образом радиальной со-
ставляющей и иметь более высокий порядок). Поэтому далее мы будем фокусироваться
именно на частотном диапазоне, в котором 𝜔 ∼ 𝑐/𝑅0, — это единицы и десятки Гц в пере-
счёте на линейную частоту 𝑓 = 𝜔/2𝜋.

§ 4. Упрощающие предположения

С этого момента мы будем предполагать, что проводимость 𝜎 зависит только от ра-
диальной координаты 𝑟. Как мы увидим, в этом случае задачу можно проанализировать
достаточно детально, введя некоторую потенциальную функцию и решая уравнение для
неёметодомразделения переменных. В случаеже зависимости 𝜎(r) более общего вида ре-
шение задачи возможно только путём численного моделирования общей системы урав-
нений — например, с помощью метода конечных разностей во временной области. Сра-
зу отметим, что предположение о проводимости вида 𝜎(𝑟) означает, что и определяемая
формулой (31) комплексная диэлектрическая проницаемость 𝜀 также является функци-
ей только 𝑟 и 𝜔.

Предположения о том, что проводимость имеет вид 𝜎(𝑟), а комплексная диэлектри-
ческая проницаемость — 𝜀(𝑟, 𝜔), уже достаточно, чтобы свести задачу к уравнениям для
некоторых потенциальных функций. Однако в самом общем случае рассуждения будут
достаточно длинными и технически сложными. Чтобы упростить задачу, заметим, что
сторонний ток, поддерживающий шумановские резонансы в резонаторе Земля — ионо-
сфера, определяется вертикальным переносом заряда в молниевых разрядах облако —
земля. Поэтому с практической точки зрения можно считать, что лишь радиальная ком-
понента вектора J𝜔, входящего в уравнение (29), отлична от нуля.

Оказывается, что чисто радиальный источник J𝜔 (с 𝐽𝜔𝜗,𝜑 ≡ 0) не может возбудить в
резонаторе колебания с ненулевой радиальной компонентой магнитного поля𝐻𝜔

𝑟 . Инту-
итивно этого можно было ожидать, глядя на уравнения (29) и (30), ибо ток обычно созда-
ёт магнитное поле вокруг себя. Однако показать это строго математически достаточно
сложно: в отсутствие проводимости даже вообще без источника уравнения формально
допускают решения в виде собственных мод с 𝐻𝜔

𝑟 ≢ 0 (правда, на частотах за пределами
шумановского диапазона). Чтобы избежать сложных математических рассуждений, мы
поступим следующим образом: будем искать решение с 𝐻𝜔

𝑟 ≡ 0, а затем, найдя такое ре-
шение, сошлёмся на единственность решения задачи в случае проводящей среды (а в ре-
альности среда проводящая). В случае же непроводящей среды, — когда единственности
нет из-за существования собственных мод, — нас будут интересовать только те решения,
которые получаются предельным переходом из соответствующей более реалистичной
задачи с проводящей средой и чисто радиальным током источников, поэтому поиск ре-
шения в предположении 𝐻𝜔

𝑟 ≡ 0 также выглядит оправданным.

§ 5. Уравнение для потенциальной функции

Итак, мы будем искать решение задачи (29), (30), (32) с 𝜎 = 𝜎(𝑟) и 𝐽𝜔𝜗,𝜑 ≡ 0 в предполо-
жении, что 𝐻𝜔

𝑟 ≡ 0. Сначала мы перепишем уравнения в координатах (𝑟, 𝜗, 𝜑).
Записывая компоненты ротора в сферических координатах, из уравнения (29) при
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сделанных предположениях мы получаем три одномерных уравнения

1
𝑟 sin𝜗 �

𝜕 (𝐻𝜔
𝜑 sin𝜗)
𝜕𝜗

−
𝜕𝐻𝜔

𝜗
𝜕𝜑 � =

𝑖𝜔𝜀(𝑟, 𝜔)
𝑐

𝐸𝜔𝑟 +
4𝜋
𝑐
𝐽𝜔𝑟 , (35)

−
1
𝑟
𝜕 (𝑟𝐻𝜔

𝜑 )
𝜕𝑟

=
𝑖𝜔𝜀(𝑟, 𝜔)

𝑐
𝐸𝜔𝜗 , (36)

1
𝑟
𝜕 (𝑟𝐻𝜔

𝜗 )
𝜕𝑟

=
𝑖𝜔𝜀(𝑟, 𝜔)

𝑐
𝐸𝜔𝜑. (37)

а из уравнения (30) — ещё три уравнения

1
𝑟 sin𝜗 �

𝜕 (𝐸𝜔𝜑 sin𝜗)
𝜕𝜗

−
𝜕𝐸𝜔𝜗
𝜕𝜑 � = 0, (38)

1
𝑟 sin𝜗

𝜕𝐸𝜔𝑟
𝜕𝜑

−
1
𝑟
𝜕 (𝑟𝐸𝜔𝜑)
𝜕𝑟

= −
𝑖𝜔
𝑐
𝐻𝜔

𝜗 , (39)

1
𝑟 �
𝜕 (𝑟𝐸𝜔𝜗 )
𝜕𝑟

−
𝜕𝐸𝜔𝑟
𝜕𝜗 �

= −
𝑖𝜔
𝑐
𝐻𝜔

𝜑 , (40)

Граничные условия (32) в случае сферической геометрии сводятся к требованиям

𝐸𝜔𝜗,𝜑�𝑟=𝑅0
= 0, 𝐸𝜔𝜗,𝜑�𝑟=𝑅1

= 0. (41)

Уравнение (38) нам будет удобно домножить на 𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2 sin𝜗 и переписать в виде

𝜕 (𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟𝐸𝜔𝜑 sin𝜗)
𝜕𝜗

=
𝜕 (𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟𝐸𝜔𝜗 )

𝜕𝜑
.

Ясно, что это уравнение будет удовлетворено, если найдётся функция𝑊(r, 𝜔), такая что

𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟𝐸𝜔𝜗 =
𝜕𝑊
𝜕𝜗

, 𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟𝐸𝜔𝜑 sin𝜗 =
𝜕𝑊
𝜕𝜑

.

Проинтегрировав 𝑊 по 𝑟, можно ввести ещё одну функцию 𝑈(r, 𝜔), удовлетворяющую
соотношению

𝑊 =
𝜕𝑈
𝜕𝑟
;

таким образом, мы хотим, чтобы выполнялось

𝐸𝜔𝜗 =
1

𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟
𝜕2𝑈
𝜕𝑟𝜕𝜗

, 𝐸𝜔𝜑 =
1

𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟 sin𝜗
𝜕2𝑈
𝜕𝑟𝜕𝜑

. (42)

Теперь перепишем уравнения (36) и (37) с учётом введённых обозначений:

1
𝑟
𝜕 (𝑟𝐻𝜔

𝜑 )
𝜕𝑟

= −
𝑖𝜔
𝑐
𝜀(𝑟, 𝜔)𝐸𝜔𝜗 = −

𝑖𝜔
𝑐
1
𝑟
𝜕𝑊
𝜕𝜗

= −
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 �

𝑟 ⋅
𝑖𝜔
𝑐𝑟
𝜕𝑈
𝜕𝜗 �

,

1
𝑟
𝜕 (𝑟𝐻𝜔

𝜗 )
𝜕𝑟

=
𝑖𝜔
𝑐
𝜀(𝑟, 𝜔)𝐸𝜔𝜑 =

𝑖𝜔
𝑐

1
𝑟 sin𝜗

𝜕𝑊
𝜕𝜑

=
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 �

𝑟 ⋅
𝑖𝜔

𝑐𝑟 sin𝜗
𝜕𝑈
𝜕𝜑�

.

Ясно, что для удовлетворения этих соотношений достаточно выполнения равенств

𝐻𝜔
𝜗 =

𝑖𝜔
𝑐𝑟 sin𝜗

𝜕𝑈
𝜕𝜑

, 𝐻𝜔
𝜑 = −

𝑖𝜔
𝑐𝑟
𝜕𝑈
𝜕𝜗

. (43)
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Подставляя выражения (43) в уравнение (35), мы получаем:

−
1

𝑟 sin𝜗
𝑖𝜔
𝑐𝑟 �

𝜕
𝜕𝜗 �

sin𝜗
𝜕𝑈
𝜕𝜗 �

+
1

sin𝜗
𝜕2𝑈
𝜕𝜑2 � =

𝑖𝜔𝜀(𝑟, 𝜔)
𝑐

𝐸𝜔𝑟 +
4𝜋
𝑐
𝐽𝜔𝑟 ,

или, что то же самое,

𝐸𝜔𝑟 = −
1

𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2
Δ𝜗,𝜑𝑈 −

4𝜋
𝑖𝜔𝜀(𝑟, 𝜔)

𝐽𝜔𝑟 , (44)

где

Δ𝜗,𝜑𝑈 =
1

sin𝜗
𝜕
𝜕𝜗 �

sin𝜗
𝜕𝑈
𝜕𝜗 �

+
1

sin2 𝜗
𝜕2𝑈
𝜕𝜑2 (45)

— угловая часть оператора Лапласа.
Оставшиеся уравнения (39) и (40) мы перепишем, подставив туда выражения (42)

для 𝐸𝜔𝜗 и 𝐸𝜔𝜑 и выражения (43) для 𝐻𝜔
𝜗 и 𝐻𝜔

𝜑 :

𝜕
𝜕𝜑 �

1
𝑟 sin𝜗

𝐸𝜔𝑟 � −
𝜕
𝜕𝜑 �

1
𝑟 sin𝜗

𝜕
𝜕𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝜕𝑈
𝜕𝑟 ��

=
𝜕
𝜕𝜑 �

1
𝑟 sin𝜗

𝜔2

𝑐2
𝑈� ,

−
𝜕
𝜕𝜗 �

1
𝑟
𝐸𝜔𝑟 � +

𝜕
𝜕𝜗 �

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝜕𝑈
𝜕𝑟 ��

= −
𝜕
𝜕𝜗 �

1
𝑟
𝜔2

𝑐2
𝑈� .

Ясно, что для справедливости этих соотношений достаточно, чтобы выполнялось равен-
ство

𝐸𝜔𝑟 =
𝜕
𝜕𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝜕𝑈
𝜕𝑟 �

+
𝜔2

𝑐2
𝑈. (46)

Комбинируя (44) с (46), мы получаем уравнение для функции 𝑈:

𝜕
𝜕𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝜕𝑈
𝜕𝑟 �

+
1

𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2
Δ𝜗,𝜑𝑈 +

𝜔2

𝑐2
𝑈 = −

4𝜋
𝑖𝜔𝜀(𝑟, 𝜔)

𝐽𝜔𝑟 . (47)

Из написанного выше ясно, что если некоторая функция 𝑈 является решением урав-
нения (47), то достаточно задать спектральные амплитуды компонент полей формула-
ми (42)–(44), чтобы удовлетворить всем уравнениям системы (35)–(40). Для удовлетворе-
ния граничных условий (41) достаточно дополнить уравнение (47) граничными условия-
ми

𝜕𝑈
𝜕𝑟
�
𝑟=𝑅0

= 0,
𝜕𝑈
𝜕𝑟
�
𝑟=𝑅1

= 0. (48)

Итак, если мы сможем найти решение задачи (47), (48), то мы получим решение за-
дачи (38)–(41). Единственность решения исходной задачи (которая имеет место при нали-
чии проводимости) в таком случае будет гарантировать, что в ходе всех сделанных упро-
щенийи допущениймыничего не потерялии что в рассматриваемомнами случае задачу
действительно можно описать одной потенциальной функцией 𝑈. Отметим также, что
в литературе по шумановским резонансам можно встретить уравнения, подобные (47), с
несколько по-другому введёнными потенциальными функциями.

§ 6. Разделение переменных в уравнении

Мы будем решать задачу (47), (48) с помощью разделения переменных. В сфериче-
ских координатах оно приводит нас к сферическим функциям (или, иначе, сферическим
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гармоникам)— собственнымфункциям оператора Лапласа на сфере. В литературе мож-
но встретить различные нормировки сферических функций; здесь мы будем использо-
вать сферические гармоники, определяемые выражением (𝑙 ⩾ 0, −𝑙 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑙)

𝑌𝑚
𝑙 (𝜗, 𝜑) =

�

2𝑙 + 1
4𝜋

(𝑙 − 𝑚)!
(𝑙 + 𝑚)!

exp (𝑖𝑚𝜑)𝑃𝑚𝑙 (cos𝜗),

где 𝑃𝑚𝑙 (cos𝜗)— присоединённые полиномы Лежандра, которые, в свою очередь, опреде-
ляются формулой

𝑃𝑚𝑙 (cos𝜗) =
(−1)𝑚

2𝑙𝑙!
sin𝑚 𝜗

𝑑 𝑙+𝑚

𝑑(cos𝜗)𝑙+𝑚
�cos2 𝜗 − 1�

𝑙
.

Как известно, определённые так функции удовлетворяют соотношению [см., напри-
мер, Никифоров и Уваров, 1984, § 10, формулы (2) и (10)]

Δ𝜗,𝜑𝑌𝑚
𝑙 = −𝑙 (𝑙 + 1) 𝑌𝑚

𝑙 , (49)

где Δ𝜗,𝜑 определяется формулой (45), и образуют полную ортонормированную систему
функций на единичной сфере.

Попробуем теперь непосредственно применить разделение переменных к зада-
че (47), (48) для функции 𝑈. Прежде всего разложим по сферическим функциям правую
часть уравнения (47):

𝐽𝜔𝑟 (𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝜔) = �
𝑙,𝑚
𝐽𝑙𝑚(𝑟, 𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗, 𝜑),

где коэффициенты 𝐽𝑙𝑚(𝑟, 𝜔) определяются обычным образом из условия ортонормиро-
ванности сферических функций:

𝐽𝑙𝑚(𝑟, 𝜔) =
2𝜋

�
0

𝜋

�
0

𝐽𝜔𝑟 (𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝜔)𝑌𝑚
𝑙 (𝜗, 𝜑) sin𝜗𝑑𝜗 𝑑𝜑. (50)

Положив
𝑈(𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝜔) = �

𝑙,𝑚
𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗, 𝜑) (51)

(с неизвестнымипока коэффициентами𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔)) и подставив все разложения в (47) и (48),
мы получим с учётом (49):

�
𝑙,𝑚

𝑑
𝑑𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

(𝑟, 𝜔)� 𝑌𝑚
𝑙 (𝜗, 𝜑) −�

𝑙,𝑚

𝑙 (𝑙 + 1)
𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2

𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔)𝑌𝑚
𝑙 (𝜗, 𝜑) +

+�
𝑙,𝑚

𝜔2

𝑐2
𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗, 𝜑) = −
4𝜋

𝑖𝜔𝜀(𝑟, 𝜔)
�
𝑙,𝑚
𝐽𝑙𝑚(𝑟, 𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗, 𝜑),

�
𝑙,𝑚

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

(𝑅0, 𝜔)𝑌𝑚
𝑙 (𝜗, 𝜑) = 0, �

𝑙,𝑚

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

(𝑅1, 𝜔)𝑌𝑚
𝑙 (𝜗, 𝜑) = 0

(мы всюду пишем обычные, а не частные производные по 𝑟, поскольку 𝜔 рассматрива-
ем лишь как параметр, который не фигурирует явно в уравнениях). В силу ортонорми-
рованности сферических гармоник отсюда получается задача для радиальной функции
𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔):

𝑑
𝑑𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟 � + �

𝜔2

𝑐2
−
𝑙 (𝑙 + 1)
𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2 �

𝑅𝑙𝑚 = −
4𝜋

𝑖𝜔𝜀(𝑟, 𝜔)
𝐽𝑙𝑚(𝑟, 𝜔), (52)

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅0

= 0,
𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅1

= 0. (53)

Решив эту задачу, мы сможем найти решение исходной задачи (47), (48) по формуле (51).
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§ 7. Перенос источников в граничные условия

Пока что мы никак не конкретизировали вид распределения стороннего тока J (и
его Фурье-образа J𝜔) — за исключением предположения о том, что он является чисто ра-
диальным. С целью упростить задачу ещё больше мы теперь примем во внимание тот
факт, что токи молниевых разрядов в реальности сосредоточены в очень узких (в мас-
штабах поверхности Земли) каналах. Пусть 𝜗𝑗 и 𝜑𝑗 — координаты 𝑗-го разряда, а 𝐿𝑗 — его
вертикальный масштаб. Ток во всём канале молнии мы считаем одним и тем же в каж-
дый момент времени 𝑡 и равным по величине 𝐼𝑗(𝑡) (эта величина, вообще говоря, может
быть как положительной, так и отрицательной в зависимости от полярности разряда).
Тогда мыможем смоделировать такой источник в виде произведения дельта-функцийпо
поперечным координатам 𝜗 и 𝜑 и ступенчатой функции вдоль радиальной координаты,
отличной от нуля лишь в области 𝑅0 < 𝑟 < 𝑅0+𝐿𝑗. Это даёт нам следующее распределение
плотности стороннего тока:

𝐽𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝑡) = �
𝑗

1
𝑟2 sin𝜗

𝛿(𝜗 − 𝜗𝑗)𝛿(𝜑 − 𝜑𝑗) ×
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐼𝑗(𝑡), 𝑅0 < 𝑟 < 𝑅0 + 𝐿𝑗,
0, 𝑅0 + 𝐿𝑗 < 𝑟 < 𝑅1,

(54)

где суммирование ведётся по всем рассматриваемым источникам.
Мыможем упростить задачу ещё больше и заменить протяжённые токовые диполи

на точечные, пользуясь тем, что 𝐿𝑗 ≪ 𝑅1 −𝑅0. А именно, в распределении тока, описывае-
момформулой (54), мы заменим протяжённый ток, текущиймежду 𝑟 = 𝑅0 и 𝑟 = 𝑅0+𝐿𝑗, на
точечный токовый диполь, расположенный в точке 𝑟 = 𝑅0 + 𝐿𝑗/2. Используя 𝐿𝑗 в качестве
характерного вертикального масштаба, мы получим вместо (54)

𝐽𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝑡) = �
𝑗

𝐼𝑗(𝑡)𝐿𝑗
𝑟2 sin𝜗

𝛿(𝑟 − 𝑅0 − 𝐿𝑗/2)𝛿(𝜗 − 𝜗𝑗)𝛿(𝜑 − 𝜑𝑗).

Переходя к спектральной амплитуде, мы должны взять преобразование Фурье от
𝐽𝑟(r, 𝑡); в результате имеем

𝐽𝜔𝑟 (𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝜔) = �
𝑗

𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝐿𝑗
𝑟2 sin𝜗

𝛿(𝑟 − 𝑅0 − 𝐿𝑗/2)𝛿(𝜗 − 𝜗𝑗)𝛿(𝜑 − 𝜑𝑗), (55)

где 𝐼𝜔𝑗 (𝜔)—преобразование Фурье от 𝐼𝑗(𝑡). Подставляя (55) в выражение (50), мы получаем

𝐽𝑙𝑚(𝑟, 𝜔) =
1
𝑟2
�
𝑗
𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝐿𝑗𝛿(𝑟 − 𝑅0 − 𝐿𝑗/2)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗𝑗, 𝜑𝑗). (56)

Мы сможем ещё больше упростить задачу, если выберем некоторое характерное
значение длины канала молнии 𝐿 и положим 𝐿𝑗 = 𝐿 для всех 𝑗. В этом случае (56) станет
возможно переписать в виде

𝐽𝑙𝑚(𝑟, 𝜔) =
𝐿
𝑟2
𝛿(𝑟 − 𝑅0 − 𝐿/2)�

𝑗
𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗𝑗, 𝜑𝑗). (57)

Это позволяет вместо задачи (52), (53) рассмотреть эквивалентную пару задач с нулевой
правой частью — одну в области 𝑅0 < 𝑟 < 𝑅0 + 𝐿/2, а другую в области 𝑅0 + 𝐿/2 < 𝑟 < 𝑅1 —
то есть две задачи для однородного уравнения

𝑑
𝑑𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟 � + �

𝜔2

𝑐2
−
𝑙 (𝑙 + 1)
𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2 �

𝑅𝑙𝑚 = 0. (58)
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Соответственно, к граничным условиям (53) при 𝑟 = 𝑅0 и 𝑟 = 𝑅1 мы добавим условие
непрерывности при 𝑟 = 𝑅0+𝐿/2и условие на скачок производнойпри 𝑟 = 𝑅0+𝐿/2, получае-
мое интегрированием (52) по 𝑟 в малой окрестности этой точки с учётом (57). В результате
будем иметь следующий набор условий:

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅0

= 0,
𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅1

= 0, (59)

𝑅𝑙𝑚|𝑟=𝑅0+𝐿/2−0 = 𝑅𝑙𝑚|𝑟=𝑅0+𝐿/2+0 , (60)

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅0+𝐿/2+0

−
𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅0+𝐿/2−0

= −
4𝜋𝐿

𝑖𝜔 (𝑅0 + 𝐿/2)
2 �

𝑗
𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗𝑗, 𝜑𝑗). (61)

Ясно, что задача (58)–(61) эквивалентна задаче (52), (53) с источником (57).
Мыможем ещё несколько упростить полученную задачу и получить более компакт-

ную систему уравнений вместо (58)–(61). Пользуясь тем, что 𝐿 ≪ 𝑅1−𝑅0, мыможемисклю-
чить из рассмотрения область 𝑅0 < 𝑟 < 𝑅0 + 𝐿/2, лежащую ниже дипольных источников
(очень малую по сравнению с другой областью 𝑅0 + 𝐿/2 < 𝑟 < 𝑅1), считая приближён-
но, что 𝑑𝑅𝑙𝑚/𝑑𝑟 в этой приземной области не успевает сильно измениться между 𝑟 = 𝑅0 и
𝑟 = 𝑅0 +𝐿/2. Поэтому в условие (61) мы подставляем значение 𝑑𝑅𝑙𝑚/𝑑𝑟|𝑟=𝑅0+𝐿/2−0 = 0 в согла-
сии с первым из граничных условий (59); условие же (60) становится теперь излишним. В
результате для уравнения (58) в области 𝑅0+𝐿/2 < 𝑟 < 𝑅1 у нас остаются второе граничное
условие из (59) и условие

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅0+𝐿/2+0

= −
4𝜋𝐿

𝑖𝜔 (𝑅0 + 𝐿/2)
2 �

𝑗
𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗𝑗, 𝜑𝑗).

Снова пользуясь тем, что 𝐿 ≪ 𝑅1 −𝑅0, мы приближённо заменим область на область 𝑅0 <
< 𝑟 < 𝑅1 и придём к задаче

𝑑
𝑑𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟 � + �

𝜔2

𝑐2
−
𝑙 (𝑙 + 1)
𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2 �

𝑅𝑙𝑚 = 0, (62)

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅0

= −
4𝜋𝐿
𝑖𝜔𝑅2

0
�
𝑗
𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗𝑗, 𝜑𝑗),
𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅1

= 0. (63)

Тем самыммы «перенесли» источник в граничные условия задачи для радиальных функ-
ций 𝑅𝑙𝑚(𝑟).

§ 8. Задача в отсутствие проводимости

Перейдёмкрешениюзадачи (62), (63). Сначаламырассмотрим задачу без учёта про-
водимости—в случае, когда 𝜎 ≡ 0и 𝜀 ≡ 1. Уравнения (62) и (63) в отсутствие проводимости
принимают вид

𝑑2𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟2

+ �
𝜔2

𝑐2
−
𝑙 (𝑙 + 1)
𝑟2 � 𝑅𝑙𝑚 = 0, (64)

𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅0

= −
4𝜋𝐿
𝑖𝜔𝑅2

0
�
𝑗
𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗𝑗, 𝜑𝑗),
𝑑𝑅𝑙𝑚
𝑑𝑟

�
𝑟=𝑅1

= 0 (65)

Уравнение (64) — однородное линейное обыкновенное дифференциальное уравне-
ние; в соответствии с общей теорией, его общее решение может быть выражено в виде
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линейной комбинации некоторой фундаментальной системы решений [см., например,
Степанов, 1959, гл. 5, § 2]. Простейшая фундаментальная система решений для уравне-
ния (64) выражается через функции Риккати–Бесселя 𝑆𝑙(𝑥) и 𝐶𝑙(𝑥)— решения уравнения

𝑥2
𝑑2𝐹
𝑑𝑥2

+ �𝑥2 − 𝑙 (𝑙 + 1)� 𝐹 = 0, (66)

связанные со сферическими функциями Бесселя 𝑗𝑙(𝑥) и 𝑦𝑙(𝑥) и с обычными функциями
Бесселя 𝐽𝑠(𝑥) и 𝑌𝑠(𝑥) соотношениями

𝑆𝑙(𝑥) = 𝑥𝑗𝑙(𝑥) =
�
𝜋𝑥
2
𝐽𝑙+1/2(𝑥), 𝐶𝑙(𝑥) = −𝑥𝑦𝑙(𝑥) = −

�
𝜋𝑥
2
𝑌𝑙+1/2(𝑥). (67)

Не составляет большого труда сделать замену переменной, определяемую формула-
ми (67), и свести уравнение (66) к более известным уравнениям для сферических или
обыкновенных функций Бесселя. Полезно также отметить, что функции Риккати–Бессе-
ля могут быть выражены и через элементарные функции:

𝑆𝑙(𝑥) = (−1)
𝑙 𝑥𝑙+1 �

1
𝑥
𝑑
𝑑𝑥�

𝑙
sin 𝑥
𝑥
, 𝐶𝑙(𝑥) = (−1)

𝑙 𝑥𝑙+1 �
1
𝑥
𝑑
𝑑𝑥�

𝑙
cos 𝑥
𝑥

;

эти выражения вытекают из известных представлений для сферических функций Бес-
селя, называемых иногда формулами Рэлея [см., например, Bateman Manuscript Project,
1953, разд. 7.2.6 иформулы (7), (8) в разд. 7.11;Никифоров иУваров, 1984, § 17, формулы (3)
и (4)].

Сравнивая уравнение (66) с уравнением (64), мы заключаем, что фундаментальную
систему решений для последнего будут образовывать функции 𝑆𝑙(𝜔𝑟/𝑐) и 𝐶𝑙(𝜔𝑟/𝑐). Поэто-
му решение уравнения (64) мы будем искать в виде

𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔) = 𝑢𝑙𝑚(𝜔)𝑆𝑙�
𝜔𝑟
𝑐
� + 𝑣𝑙𝑚(𝜔)𝐶𝑙�

𝜔𝑟
𝑐
� ,

где 𝑢𝑙𝑚(𝜔) и 𝑣𝑙𝑚(𝜔) — коэффициенты. Подставляя это разложение в граничные усло-
вия (65), мы получаем систему уравнений для 𝑢𝑙𝑚 и 𝑣𝑙𝑚:

𝑢𝑙𝑚(𝜔)
𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅0
𝑐 � + 𝑣𝑙𝑚(𝜔)

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅0
𝑐 � = −

4𝜋𝑐𝐿
𝑖𝜔2𝑅2

0
�
𝑗
𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗𝑗, 𝜑𝑗), (68)

𝑢𝑙𝑚(𝜔)
𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅1
𝑐 � + 𝑣𝑙𝑚(𝜔)

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅1
𝑐 � = 0. (69)

Мы уже отмечали, что в отсутствие проводимости могут существовать собствен-
ные моды резонатора — решения задачи без источника. Поэтому одновременно с зада-
чей (64), (65) мы рассмотрим её частный случай — задачу на собственные моды

𝑑2𝑅𝑙
𝑑𝑟2

+ �
𝜔2

𝑐2
−
𝑙 (𝑙 + 1)
𝑟2 � 𝑅𝑙 = 0, (70)

𝑑𝑅𝑙
𝑑𝑟
�
𝑟=𝑅0

= 0,
𝑑𝑅𝑙
𝑑𝑟
�
𝑟=𝑅1

= 0; (71)

поиск её решения в виде

𝑅𝑙(𝑟, 𝜔) = 𝑢𝑙(𝜔)𝑆𝑙�
𝜔𝑟
𝑐
� + 𝑣𝑙(𝜔)𝐶𝑙�

𝜔𝑟
𝑐
� ,
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приводит к системе уравнений

𝑢𝑙(𝜔)
𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅0
𝑐 � + 𝑣𝑙(𝜔)

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅0
𝑐 � = 0, (72)

𝑢𝑙(𝜔)
𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅1
𝑐 � + 𝑣𝑙(𝜔)

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅1
𝑐 � = 0; (73)

второй нижний индекс у𝑅𝑙, 𝑢𝑙 и 𝑣𝑙 мы не пишем, ибо от𝑚 в этой задаче ничего не зависит.
Если на частоте 𝜔 определитель

Δ𝑙(𝜔) =
�
�
�

𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅0
𝑐 �

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅0
𝑐 �

𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅1
𝑐 �

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥 �

𝜔𝑅1
𝑐 �

�
�
�

не обращается в нуль, то система уравнений (68), (69) будет иметь единственное решение,
а система уравнений (72), (73) будет иметь лишь нулевое решение. Это означает, что на
данной частоте задача с источником (64), (65) будет иметь единственное решение, а соб-
ственных мод на этой частоте не будет.

Если же Δ𝑙(𝜔) = 0, то система уравнений (72), (73) будет иметь ненулевое решение,
то есть на частоте 𝜔 будут существовать собственные моды — колебания, соответствую-
щие нетривиальному решению задачи (70), (71). Поскольку коэффициенты при 𝑢𝑙𝑚 и 𝑣𝑙𝑚
в уравнении (69) не могут одновременно обращаться в нуль в силу независимости ре-
шений 𝑆𝑙(𝑥) и 𝐶𝑙(𝑥), то при выполнении условия Δ𝑙(𝜔) = 0 уравнение (68) обязано быть
пропорциональным уравнению (69). Это означает, что система (68), (69), а также задача
с источником (64), (65) формально будут разрешимыми лишь при нулевой правой ча-
сти в уравнении (68) и в первом из условий (65); решение в случае разрешимости будет
собственным колебанием на этой частоте.

Приведённое выше наблюдение о связи разрешимости задач (64), (65) и (70), (71) яв-
ляется, по существу, частным случаем общей альтернативы Фредгольма, известной в раз-
ных разделах математики.

§ 9. ФормулаШумана для частот резонансов

Найдём теперь частоты собственных мод в задаче без проводимости; в соответствии
со сказанным выше, для этого нам нужно будет проанализировать, при каких значениях
𝜔 будет выполняться Δ𝑙(𝜔) = 0. Для удобства обозначим 𝑥0 = 𝜔𝑅0/𝑐 и 𝜉 = (𝑅1 − 𝑅0)/𝑅0; в
этих обозначениях

Δ𝑙(𝜔) =
𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0)

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0 + 𝜉𝑥0) −

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0)

𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0 + 𝜉𝑥0). (74)

Нас будут интересовать решения уравнения Δ𝑙(𝜔) = 0 при малом 𝜉 (𝜉 ≪ 1) и не слишком
большом 𝑥0 (скажем, 𝑥0 ≲ 10), что соответствует шумановскому диапазону частот (𝜔 ∼
∼ 𝑐/𝑅0).

В силу того, что 𝑆𝑙(𝑥) является решением уравнения (66), вторая производная этой
функции выражается по формуле

𝑑2𝑆𝑙
𝑑𝑥2

(𝑥) = �
𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥2

− 1� 𝑆𝑙(𝑥);
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дифференцированиеммыполучаемотсюдаи выражение для третьейпроизводнойчерез
𝑆𝑙 и 𝑑𝑆𝑙/𝑑𝑥:

𝑑3𝑆𝑙
𝑑𝑥3

(𝑥) = �
𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥2

− 1�
𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥
(𝑥) −

2𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥3

𝑆𝑙(𝑥).

Принимая это во внимание, мыможем записать разложение в ряд Тейлора относительно
точки 𝑥0:

𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0 + 𝜉𝑥0) =

𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0) +

𝑑2𝑆𝑙
𝑑𝑥2

(𝑥0)𝜉𝑥0 +
𝑑3𝑆𝑙
𝑑𝑥3

(𝑥0)
𝜉2𝑥20
2

+ 𝑂(𝜉3) =

= �1 + �
𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥20

− 1�
𝜉2𝑥20
2 �

𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0) + ��

𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥20

− 1� 𝜉𝑥0 −
2𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥30

𝜉2𝑥20
2 � 𝑆𝑙(𝑥0) + 𝑂(𝜉3).

Совершенно аналогично мы получаем идентичное соотношение для 𝐶𝑙:

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0 + 𝜉𝑥0) =

= �1 + �
𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥20

− 1�
𝜉2𝑥20
2 �

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0) + ��

𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥20

− 1� 𝜉𝑥0 −
2𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥30

𝜉2𝑥20
2 �𝐶𝑙(𝑥0) + 𝑂(𝜉3);

подставляя эти выражения в (74), после приведения подобных членов мы получим

Δ𝑙(𝜔) = �𝐶𝑙(𝑥0)
𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0) − 𝑆𝑙(𝑥0)

𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥
(𝑥0)� ��

𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥20

− 1� 𝜉𝑥0 −
2𝑙 (𝑙 + 1)
𝑥30

𝜉2𝑥20
2 � + 𝑂(𝜉3).

Для стоящего в скобках вронскиана функций 𝐶𝑙(𝑥) и 𝑆𝑙(𝑥) справедлива формула

𝑆𝑙(𝑥)
𝑑𝐶𝑙
𝑑𝑥
(𝑥) − 𝐶𝑙(𝑥)

𝑑𝑆𝑙
𝑑𝑥
(𝑥) = −1,

вытекающая из известной формулы для вронскиана обычных функций Бесселя [см., на-
пример, Bateman Manuscript Project, 1953, разд. 7.2.8 и формула (28) в разд. 7.11] и выра-
жений (67). С учётом этого мы приходим к равенству

Δ𝑙(𝜔) =
𝜉
𝑥0
�𝑙 (𝑙 + 1) − 𝑥20 − 𝑙 (𝑙 + 1) 𝜉� + 𝑂(𝜉3).

Ограничиваясь в последней формуле членами порядка не выше 𝜉2, мы можем пе-
реформулировать условие Δ𝑙(𝜔) = 0 в виде

𝑥20 ≈ 𝑙 (𝑙 + 1) (1 − 𝜉) ;

это даёт нам формулу для частот резонансов

𝜔𝑙 ≈
𝑐√𝑙 (𝑙 + 1)

𝑅0 �
1 −

𝑅1 − 𝑅0
𝑅0

(75)

с 𝑙 = 1, 2, … (при 𝑙 = 0 уравнение Δ𝑙(𝜔) = 0 не имеет отличных от нуля корней в области
не слишком больших 𝑥0). В пределе 𝑅0 ≪ 𝑅1 отсюда получается классическая формула
Шумана (34).

Итак, мы выяснили, что в отсутствие проводимости в задаче существует набор
резонансных частот 𝜔1, 𝜔2, …, определяемых формулой (75). При этом 𝑙-ой частоте
𝜔𝑙 соответствует 2𝑙 + 1 независимая собственная мода с потенциальными функциями
𝑅𝑙(𝑟, 𝜔𝑙)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗, 𝜑).
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§ 10. Решение задачи в общем случае

Перейдём к решению задачи (62), (63) в общем случае (когда среда, вообще говоря,
является проводящей). В соответствии с общей теорией, общее решение однородного
линейного обыкновенного дифференциального уравнения (62) имеет вид

𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔) = 𝑥𝑙𝑚(𝜔)𝑇𝑙(𝑟, 𝜔) + 𝑥̃𝑙𝑚(𝜔)𝑇̃𝑙(𝑟, 𝜔), (76)

где 𝑇𝑙(𝑟, 𝜔) и 𝑇̃𝑙(𝑟, 𝜔) образуют фундаментальную систему решений, а 𝑥𝑙𝑚(𝜔) и 𝑥̃𝑙𝑚(𝜔) —
некоторые коэффициенты [см., например, Степанов, 1959, гл. 5, § 2]; второй нижний ин-
декс у 𝑇𝑙 и 𝑇̃𝑙 мы не пишем, поскольку в однородном уравнении (62) ничего не зависит от
𝑚. В отличие от случая нулевойпроводимости, в общем случае у уравнения (62) нет какой-
то хорошо известной фундаментальной системы решений; мы конкретизируем 𝑇𝑙(𝑟, 𝜔) и
𝑇̃𝑙(𝑟, 𝜔) с помощью условий

𝑇𝑙|𝑟=𝑅1 = 1,
𝑑𝑇𝑙
𝑑𝑟
�
𝑟=𝑅1

= 0, (77)

𝑇̃𝑙�𝑟=𝑅1
= 0,

𝑑𝑇̃𝑙
𝑑𝑟 �

𝑟=𝑅1

= 1

(для дальнейшего нам удобнее задавать условия именно при 𝑟 = 𝑅1). Как известно из
общей теории обыкновенных дифференциальных уравнений, задача Коши для линей-
ного уравнения (62) (когда значения 𝑅𝑙𝑚 и 𝑑𝑅𝑙𝑚/𝑑𝑟 задаются в некоторой точке интервала
(𝑅0, 𝑅1)) всегда однозначно разрешима не только локально, но и на всём отрезке [𝑅0, 𝑅1]
[см., например, Степанов, 1959, гл. 7, § 2]. Это означает, в частности, что решения 𝑇𝑙(𝑟, 𝜔)
и 𝑇̃𝑙(𝑟, 𝜔) определены на всём отрезке [𝑅0, 𝑅1] (в случае 𝑇𝑙 и 𝑇̃𝑙 значения функции и ей про-
изводной задаются в граничной точке 𝑟 = 𝑅1, однако мы всегда можем чуть расширить
рассматриваемый отрезок, экстраполировав проводимость).

Подставляя общее решение (76) в (63), из второго граничного условия мы немедлен-
но устанавливаем, что 𝑥̃𝑙𝑚(𝜔) = 0, а тогда первое условие даёт нам равенство для опреде-
ления 𝑥𝑙𝑚(𝜔):

𝑥𝑙𝑚
𝑑𝑇𝑙
𝑑𝑟
�
𝑟=𝑅0

= −
4𝜋𝐿
𝑖𝜔𝑅2

0
�
𝑗
𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗𝑗, 𝜑𝑗). (78)

Если 𝑑𝑇𝑙/𝑑𝑟(𝑅0, 𝜔) ≠ 0, то мы легко выражаем отсюда 𝑥𝑙𝑚 и получаем для решения зада-
чи (62), (63) выражение

𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔) = −
4𝜋𝐿

𝑖𝜔𝑅2
0 𝑑𝑇𝑙/𝑑𝑟(𝑅0, 𝜔)

𝑇𝑙(𝑟, 𝜔)�
𝑗
𝐼𝜔𝑗 (𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗𝑗, 𝜑𝑗). (79)

Если же 𝑑𝑇𝑙/𝑑𝑟(𝑅0, 𝜔) = 0, то 𝑇𝑙(𝑟, 𝜔) является решением задачи

𝑑
𝑑𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝑑𝑇𝑙
𝑑𝑟 �

+ �
𝜔2

𝑐2
−
𝑙 (𝑙 + 1)
𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2 �

𝑇𝑙 = 0, (80)

𝑑𝑇𝑙
𝑑𝑟
�
𝑟=𝑅0

= 0,
𝑑𝑇𝑙
𝑑𝑟
�
𝑟=𝑅1

= 0. (81)

Это уравнение описывает радиальную функцию собственной моды резонатора. Если 𝜎(𝑟)
не обращается в нуль, то в силу показанной нами ранее единственности решения задачи
собственных мод существовать не может (любое решение задачи без источников обяза-
но совпадать с тривиальным нулевым решением). В этом случае из (80), (81) немедленно
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Рис. 15. Схематическое изображение типичных стадий в нисходящем отрицательном молниевом
разряде облако— земля. Указаны характерные времена вмиллисекундах. Рисунок из книгиRakov
and Uman [2003, гл. 4] на основе рисунка в книге Uman [1987, гл. 1].

вытекает, что 𝑇𝑙 ≡ 0, что противоречит условию 𝑇𝑙|𝑟=𝑅0 = 1. Таким образом, в случае про-
водящей среды обязательно 𝑑𝑇𝑙/𝑑𝑟(𝑅0, 𝜔) ≠ 0, мы всегда сможем однозначно определить
коэффициент 𝑥𝑙𝑚(𝜔) и выразить 𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔) по формуле (79).

Если же мы считаем среду непроводящей (𝜎 ≡ 0, 𝜀 ≡ 1), то задача (80), (81) сов-
падает с задачей (70), (71) и действительно определяет собственные моды резонатора
и соответствующую им резонансную частоту. На нерезонансных частотах (для которых
𝑑𝑅𝑙/𝑑𝑟|𝑟=𝑅1 ≠ 0) по-прежнему можно будет однозначно найти коэффициент 𝑥𝑙𝑚(𝜔) и вы-
числить 𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔); на резонансных же частотах задача (62), (63) формально будет разреши-
мой лишь в случае равенства нулю правой части в уравнении (78) и в первом из усло-
вий (65), а решение (в случае разрешимости) будет собственным колебанием.

§ 11. Спектр тока молниевых разрядов

Конкретизируем теперь наши предположения об источниках. Мы уже говорили,
что колебания в резонаторе Земля — ионосфера возбуждаются и поддерживаются мол-
ниевыми разрядами. Считается, что основной вклад в поддержание шумановских резо-
нансов вносят разряды облако — земля, сопровождаемые вертикальным переносом за-
ряда на большие расстояния (помимо них, ещё существуют внутриоблачные разряды,
разряды облако — облако и разряды облако — воздух). Молнии облако — земля, в свою
очередь, подразделяются на положительные и отрицательные, восходящие и нисходя-
щие; подавляющее большинство таких молний в атмосфере попадает в категорию нис-
ходящих отрицательных разрядов, и мы вполне можем в первом приближении ограни-
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читься ими.
Отрицательный нисходящий разряд облако — земля обычно устроен достаточно

сложно; различные его стадии показаны схематично на рис. 15. Не вдаваясь подробно во
все нюансы и особенности [см. подробнее Rakov and Uman, 2003, гл. 4], отметим лишь
две основные стадии каждого разряда: сначала с облака вниз спускается ступенчатый ли-
дер, создающий проводящий канал и размещающий вдоль него отрицательный заряд,
а затем (когда этот лидер почти достигает земной поверхности и соединяется с идущим
с неё встречным лидером) за ним следует возвратный удар, в ходе которого размещён-
ный вдоль канала заряд стекает на землю. Через какое-то время по прежнему каналу мо-
жет пойти новый (так называемый стреловидный) лидер, за которым последует новый
возвратный удар; таких компонент у вспышки может быть несколько, однако токи в них
будут меньшими по сравнению с первым импульсом.

Рис. 16. Характерный вид осциллограммы тока возврат-
ного удара в нисходящем отрицательном разряде обла-
ко — земля. По горизонтали отложено время в мкс (две
шкалы соответствуют двум графикам и двум масшта-
бам), по вертикали — нисходящий (и потому отрица-
тельный) ток в условных единицах. Рисунок из работы
Berger et al. [1975].

Примоделированиишуманов-
ских резонансов принято считать,
что основной вклад в их возбуж-
дение даёт именно ток возвратно-
го удара. На рис. 16 показана ти-
пичная осциллограмма этого тока в
нисходящем отрицательном разря-
де облако — земля (если вспышка
состоит из нескольких компонент,
то подобные импульсы повторяют-
ся несколько раз с уменьшением ам-
плитуды). В осциллограмме можно
выделить быструю стадию нараста-
ния тока и затем медленное экспо-
ненциальное спадание. В дальней-
шеммыдляпростотыбудем считать
все вспышкиоднокомпонентнымии
обладающими одинаковой осциллограммой с точностью до различия значений пиково-
го тока.

В соответствии со сказанным выше, осциллограмму тока возвратного удара в 𝑗-ом
молниевом разряде облако — земля, стартующем в момент времени 𝑡 = 𝑡𝑗, можно упро-
щённо параметризовать как

𝐼𝑗(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑡 ⩽ 𝑡𝑗,

𝐼(𝑗)0
𝑡 − 𝑡𝑗
𝜏1

, 𝑡𝑗 < 𝑡 ⩽ 𝑡𝑗 + 𝜏1,

𝐼(𝑗)0 exp �−
𝑡 − 𝑡𝑗 − 𝜏1

𝜏2
� , 𝑡 > 𝑡𝑗 + 𝜏1,

(82)

где 𝐼(𝑗)0 — величина пикового тока, а 𝜏1 и 𝜏2 — характерные времена. Взяв для оценок ха-

рактерные значения 𝐼(𝑗)0 = 30 кА, 𝜏1 = 5мкс и 𝜏2 = 100мкс [Berger et al., 1975], мы получим
осциллограмму тока, представленную на рис. 17 слева.

Чтобы найти спектральную амплитуду тока, входящую в выражение (79), нужно
применить преобразование Фурье к функции (82):

𝐼𝜔𝑗 (𝜔) =
∞

�
−∞

𝐼𝑗(𝑡) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡;
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Рис. 17.Слева: модельная зависимость (82) тока возвратного удара в молниевом разряде облако—

земля от времени (𝑡 − 𝑡𝑗). Параметры: 𝐼
(𝑗)
0 = 30 кА, 𝜏1 = 5мкс, 𝜏2 = 100мкс. Справа: модельная за-

висимость (83) комплексной амплитуды тока возвратного удара в молниевом разряде облако —
земля от частоты𝜔. Параметры те же, графики построены для 𝑡𝑗 = 0. Отдельно показаны действи-
тельная часть (красная кривая) и мнимая часть (фиолетовая кривая).

после вычисления интеграла получаем:

𝐼𝜔𝑗 (𝜔) = 𝐼
(𝑗)
0 𝑒

−𝑖𝜔𝑡𝑗 �−
1

𝜔2𝜏1
+ 𝑒−𝑖𝜔𝜏1 �

1 + 𝑖𝜔𝜏1
𝜔2𝜏1

+
𝜏2

1 + 𝑖𝜔𝜏2
�� . (83)

На рис. 17 справа показана зависимость (83) для осциллограммы тока, приведённой
на томже рисунке сверху (мы опустилимножитель exp (−𝑖𝜔𝑡𝑗), влияющий лишь нафазу).
Видно, что характерныймасштаб изменения амплитуды тока молнии с частотой (тысячи
герц) существенно превышает значения, характерные для резонансов Шумана (единицы
и десятки герц в терминах линейной частоты 𝑓 = 𝜔/2𝜋), поэтому для самых грубых оце-
нок иногда можно использовать даже постоянное значение этой амплитуды.

§ 12. Моделирование шумановских резонансов

Задав проводимость и источники, мы можем для разных 𝑙 и 𝜔 численно найти ре-
шение уравнения (62) с граничным условием (77), то есть численно решить задачу Коши

𝑑
𝑑𝑟 �

1
𝜀(𝑟, 𝜔)

𝑑𝑇𝑙
𝑑𝑟 �

+ �
𝜔2

𝑐2
−
𝑙 (𝑙 + 1)
𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2 �

𝑇𝑙 = 0,

𝑇𝑙|𝑟=𝑅1 = 1,
𝑑𝑇𝑙
𝑑𝑟
�
𝑟=𝑅1

= 0.

Это не представляет особой трудности, поскольку от такой задачи Коши всегда можно
перейти к эквивалентной задаче Коши для системы двух уравнений первого порядка

𝑑𝑇𝑙
𝑑𝑟

= 𝜀(𝑟, 𝜔)𝑇̂𝑙,
𝑑𝑇̂𝑙
𝑑𝑟

= �
𝑙 (𝑙 + 1)
𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2

−
𝜔2

𝑐2 �
𝑇𝑙,

𝑇𝑙|𝑟=𝑅1 = 1, 𝑇̂𝑙�𝑟=𝑅1
= 0,

которую уже нетрудно проинтегрировать с помощью обычных численных методов. За-
темможнонайтирадиальнуюфункцию𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔)поформуле (79) ипотенциальнуюфунк-
цию 𝑈(r, 𝜔) по формуле (51). Комплексные спектральные амплитуды компонент элек-
трического и магнитного поля можно отыскать по формулам (42)–(44). В теоретических
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расчётах нам будет достаточно рассмотреть радиальную компоненту электрического по-
ля, для которой в данном случае (44) принимает вид

𝐸𝜔𝑟 = −
1

𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2
Δ𝜗,𝜑𝑈

(напомним, что мы перенесли источники в граничные условия, поэтому член со сторон-
ним током теперь у нас отсутствует). Подстановка в эту формулу разложения (51) с учё-
том (49) приводит нас к выражению

𝐸𝜔𝑟 (𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝜔) =
1

𝜀(𝑟, 𝜔)𝑟2
�
𝑙,𝑚
𝑙 (𝑙 + 1) 𝑅𝑙𝑚(𝑟, 𝜔)𝑌𝑚

𝑙 (𝜗, 𝜑). (84)

Приведём несколько примеров результатов численных расчётов на основе описан-
ного выше подхода. Во всех расчётах в формуле (84) мы будем сохранять члены с 𝑙 ⩽ 15.

Сначала мы рассмотрим задачу в отсутствие проводимости и со случайным распре-
делением разрядов-источников по земной поверхности. Мы, однако, всё-таки учтём тот
факт, что в реальности подавляющее большинство гроз, молнии в которых поддержи-
вают колебания в резонаторе Земля — ионосфера, случается в экваториальных и тропи-
ческих широтах. Поэтому мы будем рассматривать случайные источники, равномерно
распределённые в полосе, лежащей между параллелями 30°ю.ш. и 30° с.ш. Считая, что
осциллограмма тока возвратного удара в каждом разряде описывается формулой (82),

мы задаём равномерное распределение величины пикового тока 𝐼(𝑗)0 на отрезке [0, 60 кА]
(так, чтобы среднее значение составило 30 кА), а также случайным образом выбираеммо-
менты времени 𝑡𝑗, соответствующие началу протекания тока возвратного удара.
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Рис. 18. Результаты расчёта модуля комплексной
амплитуды радиальной компоненты электриче-
ского поля на поверхности Земли в отсутствие
проводимости при равномерном распределении
источников в полосе от 30°ю.ш. до 30° с.ш. Рас-
чёт проводился для точки наблюдения 45° с.ш.,
180° в. д. и 10000 источников с пиковыми токами в
интервале от 0 до 60 кА в течение 30мин.

На рис. 18 показан результат вычис-
ления модуля комплексной спектраль-
ной амплитуды радиальной компонен-
ты электрического поля на различных
частотах на поверхности Земли в точке
45° с.ш., 180° в. д. с помощью описанно-
го выше подхода для 10000 источников и
интервала времени в 30мин. При постро-
ении спектров вместо частоты 𝜔 мы ис-
пользуем линейную частоту 𝑓 = 𝜔/2𝜋,
как это принято в экспериментальных
исследованиях шумановских резонансов;
мы также ограничиваемся лишь обла-
стью 𝜔 > 0, поскольку отрицательная
часть спектра при действительном поле
𝐸𝑟(r, 𝑡) будет отличаться от положитель-
ной лишь комплексным сопряжением (в
силу вида формулы преобразования Фу-
рье). Мы видим резонансы на частотах
𝑓1 = 10.5 Гц, 𝑓2 = 18.2 Гц, 𝑓3 = 25.8 Гц и так
далее. Как и следовало ожидать, эти ча-
стоты совпадают с получаемыми из фор-
мулы (75). В окрестности каждой из этих частот амплитуда электрического поля суще-
ственно возрастает (что неудивительно, ибо это в точности те частоты, на которых детер-
минант Δ𝑙(𝜔) системы (68), (69), стоящий в знаменателе выражений для 𝑢1(𝜔) и 𝑢2(𝜔) по
правилу Крамера, обращается в нуль.
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Рис. 19. Схематическое изображение
нескольких собственных мод резонатора
Земля — ионосфера. Сверху показано
электрическое поле, снизу — магнитное.
Светлые области соответствуют максиму-
мам, тёмные — минимумам. Рисунок из
работы Price [2016].

Нетрудно вычислить электрические и
магнитные поля, соответствующие собствен-
ным модам такого резонатора. Например,
аналогично формуле (84) мы можем показать,
что собственноймоде с номером (𝑙, 𝑚) будет со-
ответствовать радиальное электрическое поле

𝐸𝜔𝑟 (𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝜔𝑙) =
𝑙 (𝑙 + 1)
𝜀(𝑟, 𝜔𝑙)𝑟2

𝑅𝑙(𝑟, 𝜔𝑙)𝑌𝑚
𝑙 (𝜗, 𝜑).

Легко видеть, что радиальная и угловая струк-
туры поля в данном случае разделяются, при-
чём угловая структура описывается обычны-
ми сферическими гармониками. Мы не бу-
дем здесь выписывать явные выражения для
компонент магнитного поля; приведём лишь
в качестве иллюстрации на рис. 19 схематиче-
ское изображение структуры полей в некото-
рых азимутально симметричных (когда 𝑚 = 0)
модах такого резонатора.

Более интересная задача получится, если
учесть проводимость атмосферы, задав её про-
стейшей формулой (4), а источники задать на

основе реальных данных о распределении молниевых разрядов по земной поверхности.
С этой целью мы используем данные глобальной грозопеленгационной сети WWLLN
(World Wide Lightning Location Network), которая детектирует значительную часть гро-
зовых разрядов на Земле (включая все наиболее интенсивные) и оценивает для каждого
из них координаты (широту и долготу), время и энергию. Это позволяет нам реалистич-

но задать входящие в формулы (82) и (83) параметры 𝜗𝑗, 𝜑𝑗, 𝑡𝑗 и 𝐼
(𝑗)
0 ; последний параметр

можно оценить по некоторой полуэмпирическойформуле, зная энергию [Hutchins et al.,
2012].

На рис. 20 слева показана зависимость модуля спектральной амплитуды радиаль-
ной компоненты электрического поля от частоты в точке 45° с.ш., 180° в. д. в задаче с про-
водимостью (4) и источниками, параметризованными на основе данных грозопеленгаци-
онной сети WWLLN за 18:00–18:30 UTC 1 июля 2020 года. Мы видим достаточно зашум-
лённый спектр, в котором можно заметить некоторый тренд. Простейший способ выде-
лить этот тренд — взять скользящее среднее от графика. Справа на рис. 20 красной ли-
нией показано скользящее среднее от этого спектра с симметричным окном усреднения
шириной в 4 Гц по линейной частоте (при шаге расчёта спектра в 0.1 Гц). В скользящем
среднем резонансы видны более чётко — с первыми тремя максимумами в районе ча-
стот 8–9 Гц, 14–16 Гц и 20–21 Гц (некоторые максимумы не очень чёткие, к тому же следует
помнить, что при использовании скользящего среднего их точное положение зависит от
размера окна усреднения).

На рис. 21 слева показана средняя картина по всем расчётам за последовательные
30-минутные интервалы в течение суток 1 июля 2020 года (0:00–0:30 UTC, 0:30–1:00 UTC
и так далее вплоть до 23:30–0:00 UTC) для той же точки наблюдения (45° с.ш., 180° в. д.).
Усреднение по множеству расчётов с распределениями источников, соответствующими
48 различным 30-минутным интервалам в течение суток, сильно уменьшает зашумлён-
ность спектра, и мы очень чётко видим последовательные шумановские резонансы. Для
более точного анализа этих резонансов справа на рис. 21 красной линией показано сколь-
зящее среднее от спектра с окном усреднения в 2 Гц по линейной частоте (по-прежнему

36



0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Частотат(f=ω/2π),та 

0

10

20

30

40
с
оц
ул
ьт
уо
ьк

лМ
ус
мо
дт
аь

кл
Гт
уц
ы

эл
Му
тп
Гч
Мс
уо
оо
тк
ол
я,
т(м

Ч/
ь)
/а
 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Частотат(f=ω/2π),та 

0

10

20

30

40

с
оц
ул
ьт
уо
ьк

лМ
ус
мо
дт
аь

кл
Гт
уц
ы

эл
Му
тп
Гч
Мс
уо
оо
тк
ол
я,
т(м

Ч/
ь)
/а
 

Рис. 20. Результаты расчёта модуля комплексной амплитуды радиальной компоненты электриче-
ского поля на поверхности Земли в случае профиля проводимости (4) при распределении источ-
ников по данным грозопеленгационной сетиWWLLN за 18:00–18:30 UTC 1 июля 2020 года. Расчёт
проводился для точки наблюдения 45° с.ш., 180° в. д. Справа дополнительно показано скользящее
среднее с симметричным окном усреднения шириной в 4 Гц.

пришаге расчёта в 0.1 Гц). Применявшееся нами ранее для сглаживания окно усреднения
в 4 Гц теперь является избыточным (и вносит некоторые искажения в частоты резонан-
сов — однако раньше нам просто не хватило бы окна меньшего размера при таком спо-
собе избавления от зашумлённости). Частоты первых трёх резонансов, согласно рис. 21,
составляют 8.1 Гц, 14.4 Гц и 20.8 Гц.
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Рис. 21.Усреднённыерезультатырасчётамодуля комплексной амплитудырадиальной компонен-
ты электрического поля на поверхности Земли в случае профиля проводимости (4) при распре-
делении источников по данным грозопеленгационной сетиWWLLN за 1 июля 2020 года. Расчёты
проводились для 48 различных 30-минутных интервалов (0:00–0:30 UTC, 0:30–1:00 UTC и так далее
вплоть до 23:30–0:00 UTC) для точки наблюдения 45° с.ш., 180° в. д., после чего было произведено
усреднение по всем расчётам. Справа дополнительно показано скользящее среднее с симметрич-
ным окном усреднения шириной в 2 Гц.
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Рис. 22. Экспериментально полученные спектры компонент магнитного поля на поверхности
Земли (в условных единицах) в диапазоне линейных частот от сотых долей Гц до десятков Гц.
Рисунок из книги Nickolaenko and Hayakawa [2014] на основе данных из обсерватории в посёлке
Каримшино, Камчатка.

§ 13. Наблюдения шумановских резонансов

В заключение скажем буквально несколько слов о наблюдениях шумановских резо-
нансах. При теоретическом моделировании мы вполне могли ограничиться только ра-
диальной компонентой электрического поля на поверхности Земли, которую можно вы-
числить по формуле (84). Однако в экспериментальных исследованиях шумановских ре-
зонансов чаще всего измеряют и анализируют поперечные компоненты магнитного по-
ля, в то время как на реальное электрическое поле существенное влияние оказывают ло-
кальные возмущения проводимости вблизи поверхности Земли.

На рис. 22 показаны спектры трёх компонент магнитного поля на поверхности Зем-
ли по данным измерений на Камчатке. Видно, что в шумановском диапазоне первым
трём резонансам соответствуют частоты около 8 Гц, 14 Гц и 20 Гц, что в целом согласу-
ется с приведёнными выше результатами моделирования (важно помнить, что точные
значения частот варьируются в зависимости от времени и точки наблюдения). Обращает
на себя внимание наличие резонансных пиков в спектрах всех трёх компонент магнит-
ного поля (с точки зрения теории вертикальная компонента магнитного поля не должна
быть задействована в колебаниях резонатора в шумановском диапазоне; вероятно, при-
чина появления резонансной структуры в её спектре связана с неточным выбором верти-
кального направления из-за местных аномалий магнитного поля). Отметим также, что
в области более низких частот в спектрах возможны пики, связанные с геомагнитными
пульсациями и ионосферным альфвеновским резонатором, однако мы не будем здесь
останавливаться на этом подробнее.
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